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ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА. 


Выпускаемая книга представляет перевод У тома лекций по теоре- 
тической физике, читанных Г. А. Лорентцом в 1900—1902 гг. Том этот 
содержит изложение основ только классической максвелловской теории; 
молекулярно-кинетические и электронные представления, творцом кото- 
рых является автор, не входят в круг охватываемых этим курсом вопросов 1, 

Это обстоятельство делзет настоящую книгу весьма отличной от 
имеющихся уже на русском языке курсов теории электромагнитного 
поля?, в которых авторы даюг более или менее слитное изложение обоих 
этапов развития учения об электричестве. Несмотря однако на эту 
односторонность, книга Г. А. Лорентца представляет блестящее введение 
в круг идей фарадей-максвелловской теории поля и при весьма скромных 
размерах содержит изложение целого ряда весьма важных вопросов, 
обычно лишь вскользь затрагиваемых в аналогичных курсах. В качестве 
примеров укажу на изложенле методов электрических изображений и 
метода инверсии в применении к решению задач электросгатики и на 
систематическое проведение через весь курс теоремы взаимности. 

При переводе я старался держаться возможно. ближе к тексту по- 
длинника, чтобы с максимальной точностью передать. русским читателям 
мысли автора. . 


1 Теодорчик. 


° ‘ЧИздание перевода книги Г. А. Лорентца „Теория электроноз“ предтолагается 
нико-теоретическим издательством в текущем году. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВЗЕДЕНИЕ. 


$ 1. Векторы. При описании физических явлений мы встретимся с 
двумя родами величин. Величины первого рода вполне определяются 
указанием их числового значения в некоторых выбранных для каждой 
величины единицах, величины Второго рода для своего определения 
требуют указания не только величины, но и направления. 

Первые величины называются скаларами, а вторые — векто- 
рами. Вектор может быть представлен отрезком прямой определенной 
длины и определенного направления (стрелка). 

Вектор определен по величине и направлению, если даны три его 
проекции на прямоугольные оси координат. В дальнейшем мы приме- 
няем правую систему прямоугольных координат, т. е. определяем по- 
ложительное направление оси 2 как поступательное перемещение пра- 
вого винта при повороте его головкн на угол 90° от положительного 
направления оси А к положительному направлению оси У. То же опре- 
деление положительного направления мы применим в дальнейшем для 
определения относительного расположения положительной нормали к 
поверхности и положительного обхода по контуру площадки (положи- 
тельного вращения). 

Если буква А означает вектор, то проекции этого вектора на оси 
Х, У, 2 мы будем обозначать буквами А,, А А,. Аналогично проек- 
цию этого вектора на любое направление й мы будем обозначать бук- 
вой А, и называть составляющей вектора А по направлению # 1. 

Целый ряд соотношений между векторами может быть написан без 
разложения векторов на составляющие по осям. При этом каждое со- 
отношение между векторами эквивалентно трем соотношениям между 
составляющими этих векторов по осям. 

Так, при помощи известного правила геометрического сложения век- 
торов мы получаем из многих заданных векторов их геометрическую 
сумму, или результирующий вектор. Так же как и при сложении 
чисел, результат не зависит от порядка, в котором производится сло- 
жение векторов. Если складываемые векторы имеют одинаковое направ- 
ление, то векторное сложение переходит в обычное алгебраическое. Но 
и в общем случае мы говорим о векторном сложении и 


+ В дальнейшем мы примем следующие обозначения: если А,» Ау А, суть 
проекции вектора А на координатные оси, а 1, }, К — единичные векторы (т, е. 
векторы, но величине равные единице, а по направлению совнадающие с на- 
правлением соответственных координатных осей), то мы будем писать: 
А, ==(1.А); А, —=0(-А); А,—=(К.А). Прим. ред. 


а 
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обозначаем его знаком --. Если обозначить слагаемые векторы бук- 
вами А, В ит. д., а результирующий вектор — буквой К, то мы пишем: 


Ав... (1) 
Это векторное равенство равносильно следующим трем обычным: 
Ю,=А,-Г В» и 
А, РВ: и 
= А“ и 


Аналогичным образом определяется выч итание во как 
действие, обратное сложению. Отсюда слелует, что равенство 


А, — ВС 


—=Вв-Е С. 


Произведение двух векторов мы определим двумя способами. При 
первом определении в результате умножения двух векторов мы получим 
скаларную величину, при втором — векторную. 

Скаларное произведение двух векторов А ив мы обозна- 
цим (А.В) и определим его как произведение абсолютных значений этих 
векторов на косинус угла @, образуемого этими двумя векторами. 
Очевидно, иначе ту же величину Можно определить как произведение 
абсолютной величины одного из векторов на (положительную или отри- 
цательную) проекцию второго вектора на первый. Если угол между век- 
торами равен 90°, то скаларное произведение этих векторов равно 
нулю; наоборот, скаларное произведение достигает максимума, если 
направления векторов совпадают, Т. ©. а=—=0. Скаларное произведение 
легко выражается через составляющие векторов Ио осям: 


(А-В) =А,В,-- А,ВУ-Г А:Вь (2) 


эквивалентно соотношению 


Скаларное произведение коммутативно, Т. ©. 
(А.В) (В.А). (3) 


Если один из векторов является векторной суммой, то имеет место 
и закон дистрибутивности: 


м я (4) 


Векторное произведение двух векторов А ив мы будем 
изображать символом [А-В]. Это-—вектор, перпендикулярный к плоскости, 
определяемой двумя данными векторами, И направленный По поступа- 
тельному движению правого винта, который, вращаясь, поворачивается 
кратчайшим путем от вектора А к В. Величина этого вектора численно 
равна площади параллелограма, построенного на данных векторах, 
т. е. равна произведению абсолютных величин перемножаемых векторов 
на синус угла @ между ними. Таким образом векторное произведение 
“овно нулю, если перемножаемые векторы совпадают по направлению, 

‚ . 1пгпа перемножаемые векторы 


ВЕКТОРЫ 9 


взаимно перпендикулярны. Для векторного произведения коммутатив- 
ный закон не имеет места, так как согласно определению 


[А.В] = — [В.А]. (5) 

Распределительный же (дистрибутивный) закон остается в силе: 
[А.В |- С] == [А-В] -[А-©] (6) 
ый ‚ [В С. 4] = [В.А] - [С-А`. (7) 


Правильность этих соотношений легко проверить простым геомет- 
рическим построением. Ирименив эти соотношения к произведению 
[& В] =102,--14, + кА,). (ВВ, КВ, мы получим для его со- 
ставляющих по осям следующие выражения: 

7 
[А.В], =А,В,— А,В,, 
р (8) 
[4.8], —=А,В — А,В,. | 


При номощи этих соотношений легко проверить правильность сис- 
дующего преобразования: 


([4.В].С) = (А-[В-С}). (9) 


Такое произведение трех векторов численно равно объему парал- 
лелепипеда, построенного на данных векторах как ребрах. 
Из (9) следует, что: 
(А.[А.В]) =0- (10) 


Это следует также непосредственно из определений произведений 
векторов. 

Из механики известно, что если на твердое тело действует система 
сил, имеющая общую точку приложения, то она может быть заменена 
равнодействующей силой. Далее известно, что к такой системе можно 
прибавить или отнять две равные по величине, но противоположные 
по направлению силы. Системы сил, получающиеся одна из другой 
при помощи такой операции, называют эквивалентными. Исходя 
из вышеуказанного, можно доказать, что любая система сил эквива- 
лентна некоторой равнодействующей и паре сил. Приняв лю- 
бую точку О за начало координат и рассматривая любую из приложен- 
ных к телу сил А, мы можем согласно вышесказанному прибавить 
в точке О две силы: А,, равную и параллельную А, и А, = — А, Т. 6. 
равную, но антипараллельную А. При этом сила А будет эквивалентна 
системе А, А,, А,, в которой силы А и А, образуют пару сил. Плечо 
этой пары г, т. е. перпендикуляр, опущенный из О на А, мы можем 
считать также вектором. Момент этой пары сил равен векторному про- 


изведению: 
[г-А], (11) 


в котором под г подразумевается вектор, проведенный из О к любой 
точке А. 

В механике доказывается, что две пары сил с равными моментами 
эквивалентны и что действие нескольких пар может быть заменено 
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одной парой сил, момент которой равен геометрической сумме момен- 
тов данных пар, 

Если мы поступим со всеми силами данной нам системы так, как мы 
поступили с силой А, то мы придем к эквивалентной системе, состоящей 
из сил, имеющих общую точку приложения в О и сводящихся поэтому 
к равнодействующей, и из суммы моментов, Которую можно также за- 
менить одной равнодействующей парой сил. 

Если мы обозначим составляющие данных сил по координатам бук- 


вами Х„, У», 2, (Е =1, 2,3...) и координаты их точек приложе- 
ния через х„, У» 2» ТО составляющие равнодействующей будут: 
ее, Г... и. (12) 


Составляющие же результирующего момента будут: 
ПИ 3(2.Х,— хЁ»), М==% (х,У,— УХ. (13) 


Из этих выражений очевидно, что момент результирующей пары сил 
зависит от выбора начала координатной системы. Если мы перенесем 
начало координат в точку О' с координатами №0, Уз» 20, ТО получим 
составляющие нового момента в виде: 


Ви — 2, — (2. — 20) У = Е— (557 — 207), 
Де" — МЬ— (2% — %0й), # (14) 
№ == —М— (%7’— А). 


Таким образом новое значение момента (0, Му, №) относительно 
измененного начала координат равно значению момента относительно 
старого начала, сложенному с вращающим моментом приложенной 
в прежнем начале равнодействующей относительно нового начала коор` 
динат. 

Если заданные нам векторы не являются силами, а представляют 
другие физические величины, то весьма часто говорят о равнодействую- 
щей и результирующем моменте этих векторов по отношению к дан- 
ной точке. Во всех этих случаях можно применить равенства (12) и 
(14). Момент каждого вектора относительно начала координат опреде- 
ляется при этом равенством (11). 

Легко показать, что скаларное произведение равнодействующей и 
результирующего момента по отношению к какой-либо точке не зави- 
сит от положения этой точки. Из (12) и (14) получаем, что это произ- 
ведение равно: 


ХМ МХ, 


откуда непосредственно видно, что оно не зависит от Хо, У», 20. 
Этот результат можно выразить непосредственно при Помощи в©к- 
торного равенства. Обозначим равнодействующую через 


ВА, 


и результирующий момент относительно точки О буквой 
К = У [Ал 


Поля 11 


где г, обозначает вектор, проведенный от точки О в точку приложения 
вектора А,„. Результирующий момент по отношению к точке О! будет: 


К = [(г, Г го) - Ав] =К — У [КА,] == К — [В], 


где го обозначает вектор ОС". Скаларное произведение равнодействую- 
щей и результирующего момента будет, согласно (10): 


(К.В) = (К.В) — ([-В]-В) = (К.В). 


Так как и величина равнодействующей не зависит от положения 
точки О!, то вышеуказанное свойство означает, что проекция ре- 
зультирующего момента на равнодействующую по- 
стоянна. Отсюда следует, что результирующий момент достигает 
минимума, если точка х., у), 2, выбрана таким образом, что результи- 
рующий момент параллелен равнодействующей. Согласно (14), для этого 
необходимо и достаточно, чтобы: 


Г (2—2) МАЩАСВл) МР ум 
Хх ие й > 72 р 


Если в этих равенствах рассматривать ху, Ук 2 как текущие коор- 
динаты, то они представляют прямую, называемую осью системы 
векторов. 

$ 2. Поля. В дальнейшем мы часто будем встречаться со скаларными 
и векторными величинами, которые имеют заданные значения в каждой 
точке некоторой области. Совокупность этих значений мы называем 
полем данной величины. Поле может простираться и на все безгранич- 
ное пространство. Если рассматриваемая величина — вектор, то в общем 
случае от точки к точке будут изменяться как абсолютная величина, 
так и направление этого вектора. Данная величина будет повсюду 
определена, если в случае скалара задана его величина как функция 
координат точек внутри заданной области, а в случае вектора заданы 
в той же области его проекции на координатные оси. Такие величины 
называют „функциями точки“. Рассмотрим теперь величину, называемую 
производной скаларной величины ф по данному направлению й. Пусть 
Фр И Фр значения величины ф в двух точках Ри Р', так располо- 
женных, что РР! ==АйЙ имеет направление #. Если предел 

№ „ ЭР-5Р 

9й и АЙ 
существует, то его величину называют производной скалара ф в точке Р, 
взятой по направлению Й. Очевилно, обычные частные произвол- 
ные о ра ^ являют-я частными случаями таких пространственных 
производных. Ниже мы часто будем брать пространственные производ- 
ные и от составляющих вектора по осям, рассматривая их как скалар- 
ные величины. 

Положим, что в поле скаларной величины ф, определенной либо на 
некоторой поверхности, либо в некотором объеме, проведена кривая 
между точками А и В. Пусть эта кривая’ разложена произвольным 
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образом на элементы длины 45. Выберем на каждом элементе произволь- 
ным образом точку и умножим значение рассматриваемой величины в 
этой точке на длину элемента Д5. Таким же образом, как и при обыч- 
ной интеграции, можно показать, что сумма 


Уф 45, 


распространенная на все элементы рассматриваемого отрезка кривой, 
приближается к определенному пределу при неограниченном уменьыше- 
нии длин отрезков 45 и соответственном увеличении их числа (это 
верно при определенных условиях, которым должны удовлетворять функ- 
ция Ф и кривая АВ, причем условия эти такого рода, что во всех фи- 
зических проблемах они всегда удовлетворены). Этот предел мы назы- 
ваем линейным интегралом функции Ф, взятым ВДОЛЬ рассматри- 
ваемой кривой, и обозначаем его символом: 


В 


(24. 


А 

При этом путь, по которому производится интеграция, должен быть 
еще особо указан. 

Аналогично мы вводим линейный интеграл от вектора А. 
С этим выражением мы особенно часто будем встречаться впоследствии. 
Мы определим его следующим образом. Пусть мы проходим кривую 
в определенном направлении, положим от А к В, и для каждого эле- 
мента ее длины составляем скаларное произведение вектора А на 
вектор, величина которого равна 4$, а направление совпадает с направ- 
лением касательной к кривой в данной точке, или, что то же, произве- 
дение из Аз на проекцию вектора А на касательную к кривой в рас- 
сматриваемой точке. Такой линейный интеграл мы обозначаем сим- 


волом 
В 


| 4.4, 
р 


где индекс $ обозначает направление элемента кривой, или, что то же, 
касательной к кривой в данной точке. Очевидно, что этот интеграл 
меняет знак, если мы будем проходить кривую в обратном направле- 
нии. Вводя компоненты вектора по осям, мы можем представить инте- 


грал в виле: 
В 
ах ау | — 
, (. 45 + г | = -. 
у: 


В 


| (А, 4х НА, Чу-- А, 42). 
А 


ИЛИ 


* 
Очевидно, наше определение пригодно и в том случае, когда путь 
интеграции образует замкнутую линию. 


Поля 13 


Аналогичным образом мы определяем интеграл по поверхно- 
сти. При этом необходимо отличать случай замкнутой поверхности от 
случая поверхн-сти, опирающейся на заданный контур. Под интегралом 
по поверхности от скаларной величины ф мы понимаем предел, к кото- 
рому стремится Ур Ас, в которой Аз обозначает элемент поверхности, 
а ф— значение ф нкции в некоторой точке этого элемента. В интеграль- 
ном исчислении доказывается, что (при известных условиях) эта 
сумма приближается к определенному пределу, не зависящему от того, 
каким образом первоначально поверхность разделена на элементы и по 
какому закону эти элементы стремятся к нулю. Таким же образом мы 
определим, далее, интеграл по поверхности от вектора А. При этом 
в качестве интегранта мы возьмем скаларное произведение вектора А 
на вектор, величина которого равна поверхности элемента Аа, а на- 
правление совпадает с положительной нормалью к поверхности, Дру- 
гими словами, подинтегральное выражение равно произведению До на 
проекцию вектора А на направление положительной нормали к поверх- 
ности. Этот интеграл по поверхности мы будем изображать так: 


(4.4 


Однако наше определение не однозначно, поскольку мы не определили, 
что мы будем понимать’ под положительной нормалью к поверхности. 
Если поверхность замкнута, то мы легко можем отличить внутреннюю 
се поверхность от внешней. При этом под положительной нор- 
малью мы булем понимать нормаль к внешней поверхности. 

В случае поверхностей, опирающихся на контур, мы ограничимся 
рассмотрением таких ‘поверхностей, для которых можно следующим 
образом различить две их стороны. Если мы будем перемещаться по 
одной из сторон такой поверхности, то мы не сможем перейти на дру- 
гую сторону, не перейля через пограничный контур. Для одной из так 
различимых сторон мы считаем нормаль положительной. 

Если мы выберем положительное направление обхода по погранич- 
ному контуру, то согласно определению, данному в $ 1, этим одно- 
значно определяется направление положительной нормали к поверхно- 
сти. При этом достаточно определить положительное направление нормали 
для одного элемента поверхности, так как этим определяется положи- 
тельная нормаль для всей поверхности. Поэтому, если мы возьмем эле- 
мент поверхности, прилегающий к контуру, и выберем положительное 
направление обхода по контуру, то при достаточной малости элемента 
этим однозначно определяется направление положительной нормали 
к выбранному элементу поверхности. 

Интеграл по поверхности от вектора очень легко выразить через 
составляющие этого вектора по осям. Если обозначить углы, образо- 
ванные вектором А с осями, через (А!) ит. д., а соответственные углы 
для положительной нормали к поверхности через (п1) ит. д., то 


(и. Пе) == ( А с0$ (Ан) &— [А {с0$ (А!) 0$ (11) - соз (А]] соз (11) —— 


— с0$ (АК) с0$ (пк)} 40 —| {А с0$ (11) + ти 605 (п]) |- А, со (пк) } 4. 
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Совершенно аналогично может быть определен интеграл по 
объему. При этом обычно интегрированию подвергается скаларная 
величина ф. Объемный интеграл от такой величины по объему, огра- 
ниченному заданной поверхностью, обычно обозначают знаком: 


р 


] 245, 


причем, конечно, должен быть указан объем, по которому производится 
интегрирование. И в этом случае значение интеграла не зависит от вы- 
бора элементов объема, по которым производится интегрирование. Ниже 
мы рассмотрим ряд формул, ` выражающих зависимость между интегра- 
лами по объему и интегралами по поверхности, а также между инте- 
гралами поверхностными и линейными. 

$ 3. Теорема Гаусса, Рассмотрим интеграл 


ЗА, 
\ = 


распространенный по объему, заключенному внутри замкнутой поверх- 
ности 6. Мы положим, что компоненты А непрерывны и конечны внутри 
Этого объема и на поверхности б и, сверх того, имеют непрерывные и 
конечные производные внутри указанного объема. Для дальнейшего со- 
вершенно не существенно, определены ли значения вектора А вне по- 
верхности и, если да, то каковы эти значения. Поэтому мы не исклю- 
чаем случаев, при которых компонента А, испытывает скачок конечной 
величины при переходе через поверхность. 

Представим себе цилиндр, пересекающий нашу поверхность, обра- 
зующая которого параллельна оси Х. Он пересечет плоскость УЙ по 
некоторой замкнутой кривой. Разделим ограниченную этой кривой 
площадь на весьма малые элементы 46, и построим на этих элементах 
цилиндры с образующими, параллельными оси Х. Рассмотрим, что дает 
для нашего интеграла объем, ограниченный таким элементарным ци- 
линдром и элементами поверхности в. Для простоты положим, что наш 
цилиндр пересекает поверхность с только два раза. Пусть, перемещаясь 
по оси Х, мы входим внутрь поверхности через элемент 45;, содержащий 
точку Р;, и выходим через элемент 45, содержащий точку Р,. Разделим 
рассматриваемый элементарный цилиндр плоскостями, перпендикулярными 
к его образующим и отстоящими друг от друга на расстоянии 4х, на 
элементы объема 4,4х и вычислим соответствующую часть рассматри- 


ваемого интеграла: 
Р: 
9А 
х ее . 
45, | ‘ах =(А»„ — А, 8 
р 
от и я, обозначают здесь значения А, в точках Р, и Р; поверхно- 
сти с. ь 
Обозначим направления внешней нормали, в точке 2) через п; та 
в точке Р, через п.. Так как Угол (п!) тупой, а угол (1,1) острый, то 


45, == 45, с0$ (п!) = — 45; с0$ (п.1). 
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Поэтому рассматриваемый элементарный цилиндр привносит к на- 
щему интегралу следующие два члена: з 
А, 60$ (п,1) 40, А „508 (1.1) 401, 
отсюда далее следует, что весь объемный интеграл равен интегралу 
А, с0$ (11) 45, распространенному по всей поверхности бт. ©: 
ЗА : | 
| т 45 == | А, с0$ (пй 40. 


Совершенно аналогичным образом можно распространить доказанное 
на случаи, когда некоторые элементарные цилиндры пересекают поверх- 
ность не в двух, а в болышнем числе точек. Таким же образом мы по- 
лучаем равенства: 


ры би д а 

а — | А, с0$ (п]) 46 
9А, 

т 5 |. соз (пк) 45. 


Складывая эти три равенства, получаем: 


о м р 
и: ой < ти 51 к вы 
| 9х те ду | 92 | 5 | {А,с0$(ий) - А, с0$ (п]) —| А, с0$ (пК)} 46 — 


=| А, 4. (16) 


Это равенство и выражает теорему Гаусса. 

Теорема эта имеет важное физическое значение. Пусть, например, 
вектор А обозначает произведение скорости течения жидкости у на ее 
плотность. Очевидно, в этом случае последний интеграл обозначает 
массу жидкости, вытекающую в единицу времени через поверхность д. 
В самом деле, рассмотрим элемент 45, содержащий точку Р. Через 
Этот элемент за время 4 протечет количество жидкости, которое в на- 
чале промежутка 4 заключалось в косом цилинлре с основанием 40 и 
образующими, параллельными скорости течения в точке Р и рав- 
ными 94. Объем этого цилиндра (не принимая во внимание знака) 
равен 9,44, а масса жидкости в нем 00, 41 46 = А„ ЧЁ аб. 

Вели А, положительна, то это количество жидкости вытекает через 
элемент 40 наружу, в противном случае — втекает внутрь. Поэтому 
если мы хотим подсчитать массу жидкости, вытекающую в течение эле- 
мента времени 4 через поверхность д, или, точнее, избыток вытекаю- 
щей массы по сравнению с втекающей, то нам необходимо вычислить 
интеграл по поверхности 


а, 45. 


Если жидкость несжимаема, то для каждой замкнутой поверхности о 
значение интеграла должно исчезать. Согласно (16) в этом случае 


| т ыы рой = 2 


9х ду 92 
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9 
распространенный по любому объему, заполняемому рассматриваемой 
жидкостью, также должен обращаться в нуль. Это возможно только при 
условии, ЧТО ДЛЯ любой Точки внутри жидкости 


ЗА, 9А ЗА, 
ду 32 


Это последнее утверждение может быть 
доказано еще следующим образом. Рас- 
смотрим внутри жидкости элементарный 
параллелепипед со сторонами ах, Шу, 2, 
параллельными координатным осям (фиг. 1), 
и найдем убыль заключающейся в нем жид- 
кости в течение элемента времени 41. 

Если Р — точка на левой боковой по- 
верхности параллелепипеда, параллельной 


9х 


и , о 
ий УОЙ, а @— точка на соответствующей 
2 правой поверхности, то количество жид- 

фиг. 1. кости, втекающей слева внутрь паралле- 


лепипеда за время 4/, будет А ‚р @У 42, 


”. 


‚62 


а количество вытекающей справа будет Ао 4 ду 42. Поэтому вследствие 


течения жидкости через эти грани количество жидкости внутри паралле 
лепипеда уменьшится на 


(А. Ахр) Ч Фуа = 


ты 4х ау 42 4. 
9х 


Аналогичным образом убыль жидкости благодаря ее течению ВДОЛЬ 
оси Уи 7 выражается через 


«Анна 
т мы 


34, 
- 4х ау а2 41. 


Наконец, общая убыль будет: 


= а т а4уа2а ре 
ру во Ой 

При выводе этого выражения мы при подсчете количества жидко- 
сти, втекающей, например, через грань @у 42, содержашую точку р, не 
приняли во внимание изменений значения вектора А в различных Т0ч- 
ках рассматриваемого элемента позерхности. Полученный же нами ре 
зультат как раз определяется различиями в значении вектора в точках 
расстояния, между которыми того же порядка величины, что и размеры 
параллелепипеда. Легко, однако, показать, что поправка, которую мы 
должны были бы прибавить к нашей формуле, если бы мы приняли 
во внимание изменения значений А, в разных точках граней, высшего 
порядка малости, чем выражение (17). В самом деле, при таком подсчете 
мы должны были бы поверхноб 1 азделить на меньшие элементы Я, 


т 


| 


ТЕОРЕМА ГАУССА Пи 


подсчитать количество жидкости, втекающее или вытекающее через 
них, а затем проинтегрировать по всей поверхности грани. Разность 
таких интегралов дает нам изменение количества жидкости при рассмат- 
риваемом течении. Очевидно, мы получим этот результат, если возьмем 
зыражение: 


р Час 
9х 


и проинтегрируем по всей грани, содержащей точку Р. 
Согласно теореме о среднем значении интеграла, мы можем напи- 
кать результат интегрирования в форме: 


9А, 
ити ыы Чу 42 4, 


гле Ё' обозначает определенную точку боковой поверхности, в общем 
случае не совпадающую с Р. Обозначив РР'=й, мы видим, что й 
того же порядка малости, что и 4х, 4у, 42. Как известно, 


В 
2 
З а 
`ъ в 9 ]ь В бы, 
— и! у 
с гле Р” означает точку, лежащую между точками Ри Р'. | 
® Лля выполнения более точного подсчета мы должны в (17) вме- 
-. А 
те * подставить правую часть написанного равенства и два анало- 
х . 
ЗА, ЗА, 
гичных выражения вместо ти. Очевидно, что при этом к выше- 
у 


приведенному выражению прибавятся только члены, величиной которых 
благодаря мнокителю # можно пренебречь по сравнёниз альными. 


Выражение ЫБЛЮТЕКА 


НВ. и _ 


называют дивергенцией вектора А и обозначают знаком ЧА: 
Из вышеизложенного следует, что в случае течения жидкости, при ко- 
тором под вектором А мы понимаем произведение ру, @УА выражает 
уменьшение массы жидкости, заключающейся в единице объема и про- 
исходящее в единицу времени. Если жидкость несжимаема, то во всех 
точках виутри жидкости 


МА 0. (18) 


При этом равенство (18) остается в силе и в том случае, если А 
обозначает не произведение из скорости на плотность, а равно по- 
просту скорости течения. 

Дивергенция вектора является скаларной величиной, имеющей в аж 
дой точке поля определенное значение. Для ее вычисленияемы приме- 
нили определенную систему кобрлинат. Но из вышеуказанног физиче- 
ского значения, а также непосредственцо из равенства (16) едует, 
что значение дивергенции не зав 5 координатной сибщемы. 


2 Лоренц, Теория элоктромагнитного ноля. 
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Легко и прямым вычислением показать, что при перехоле к новой пря- 
моугольной координатной системе мы получили для ФУ А выражение 
прежнего вида. Это свойство называют инвариантностью по отно- 
шению к преобразованию координат. 

Из вышеизложенного следует, что условие ЧУА-—О равносильно 


условию: 
| А, 4—0, (19) 


тде интеграл распространен по любой замкнутой поверхности. 

Однако здесь необходимо рассмотреть еще один вопрос. Выше мы 
всегла предполагали, что компоненты вектора А являются непрерыв- 
ными функциями координат. Однако в физических проблемах весьма 
часто случается, что рассматриваемые векторные величины имеют раз- 
личные значения по обеим сторонам некоторой поверхности, служащей, 
например, поверхностью раздела двух сред. Подобная поверхность 
является в таком случае поверхностью разрыва непрерывности рассмат- 
риваемого вектора, и для ее точек выражение 
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теряет смысл. 

Рассмотрим, каким условиям должен удовлетворять вектор скорости 
течения несжимаемой жидкости А на границе разрыва непрерывности. 
Для этого возьмем бесконечно низкий цилиндр с образующими, парал- 
лельными нормали к элементу поверхности разрыва 49, 
и основаниями А.В; и А.В. (фиг. 2), расположенными 
по обеим сторонам от этого элемента. 

Площади оснований этого цилиндра мы возьмем на- 
столько малыми, чтобы можно было пренебречь изме- 
нениями значений вектора А в различных ‚точках пове- 
рхностей 4,8, и А,В,. Несмотря на это, поверхности 
эти мы будем считать очень большими по сравнению 
с боковой поверхностью цилиндра. 

Из несжимаемости жидкости следует, что общее ко- 
. личество жидкости в рассматриваемом цилиндре остается 

Фиг. 2. постоянным, а это значит, что в любой элемент времени 
столько же жидкости втекает внутрь объема через одну 

часть его поверхности, сколько вытекает через остальную. Последнее 
из вышеслеланных допущений позволяет нам пренебречь: потоком жид- 
кости через боковую поверхность цилиндра по сравнению с потоком 
через основания. (При этом подразумевается, что вектор А повсюду 
остается конечным.) Поток жидкости, втекаюощей в единицу времени 
через основание А,В., может быть выражен произведением: ` 


(А„). 45, 


где 40 обозначает поверхность каждого из оснований А.В, и А,В., 
п обозначает направление нормали от В, к В,, а индекс (,) показывает, 
что нужно взять значение компоненты А, на той стороне поверхности 
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разрыва с, на которой расположено основание А,В.. Таким же обра- 
зом мы найдем количество жидкости, втекающей через основание А.В 
а именно: 


2» 
= (А), 40. 


Сумма этих двух количеств должна быть согласно предылущему 
равна нулю, для чего, очевидно, необходимо, чтобы: 


(А„), = (А„),, (20) 


т. е. нормальная составляющая вектора А должна быть непрерывной и 
на поверхности разрыва. 

Если рассматриваемая жидкость несжимаема, то равенство (19) 
остается справедливым для любой замкнутой поверхности даже ив том 
случае, если поверхность эта рассекается поверхностью разрыва век- 
тора А. Обратно, равенство это достаточно для выражения свойства 
несжимаемости. Во всем объеме, занимаемом такой жидкостью, по обе 
стороны от поверхностей разрыва остаются в силе прежние наши вы- 
воды, т. е. в каждой точке соблюдено равенство (18). В точках же, 
принадлежащих поверхности разрыва, имеет место соотношение (20). 
В этом смысле можно утверждать, что (19) равносильно совокупности 
соотношений (18) и (20). 

Рассмотрим теперь построение, которое будет нам во многих слу- 
чаях полезно для наглядного изображения поля некоторого вектора А. 
Для этого определим сначала линии направления данного вектора, на- 
зываемые часто просто векторными линиями. Для этого, начиная от 
произвольной точки поля, мы перемещаемся на элементарный отрезок 
длины в направлении рассматриваемого вектора, затем на следующий 
элементарный отрезок в направлении, которое имеет вектор в конце 
первого отрезка, и т. д. Описанный нами таким образом путь будет 
ломаной линией. Предел, к которому стремится эта линия при неогра- 
ниченном уменьшении элементарных отрезков, есть Ао 
кривая, имеющая ту особенность, что значение 
вектора в любой ее точке имеет направление ка- 
сательной к этой кривой. Такие кривые мы будем 
называть векторными линиями. В частных 
случаях, в зависимости от значения рассматривае- 
мого вектора, они получают названия силовых 
линий, линии смещения, линии тока и т. п. 

Возьмем теперь в поле маленькую замкнутую 
кривую и представим себе, что через каждую ее 
точку проведена векторная линия. Совокупность 
таких линий образует трубкообразную поверхность, 
которую мы вообще будем называть векторной Фиг. 3. 
трубкой, в частных жс случаях силовой труб- 
кой, трубкой тока ит. п. Векторные трубки обладают в случае, когда 
вектор А обозначает скорость течения несжимаемой жидкости, следую- 
щим характерным свойством. Представим себе объем, ограниченный 
векторной трубкой и двумя перпендикулярными к ней сечениями ®- 
и ®,, и напишем условие несжимаемости заполняющей этот объем 
О 
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жидкости. Через боковую поверхность такой трубки жидкость не проте- 
кает, так как направления движения (линии тока) жидкости повсюду 
параллельны боковым стенкам. Через сечение ®, втекает внутрь на- 
шего объема в единицу времени количество жидкости, равное А. ®, 
гле А, обозначает величину вектора А в какой-либо точке поверх- 
ности ®. Чтобы иметь право так вычислять, мы берем элемент по 
верхности настолько малым, чтобы можно было пренебречь различиями 
в значении А в разных точках этого элемента. Через сечение @› Жжид- 
кость вытекает в количестве А, ®, в секунлу. Очевидно, что эти коли- 
чества должны быть равными, т. е. 


А ® = Аз ., (21) 


т. е. перпендикулярное сечение векторной трубки в любом месте 
обратно пропорционально значению вектора в этом сечении. Отсюда, 
далее, следует, что для двух косых сечений ти ®,,, нормали к кото- 
рым образуют с соответственными направлениями векторов острые 
углы 9 и $, соотношение (21) переходит в 


А, ®;' с05 8, = А, ©. 00$ 8... (22) 


Мы можем представить себе все поле подразделенным на такие 
векторные трубки. Как видно из соотношения (21), такие трубки ни- 
когда не могут прерваться таким образом, что их сечение стянется 
к точке. Каждая такая трубка либо замыка-тся, либо начинается и 
оканчивается на границах поля. 

$ 4. Соленоидальные векторы. Равенство (21), всегда имеющее место, 
если вектор А представляет скорость несжимаемой жидкости, является 
вместе с тем достаточным условием того, что рассматриваемое поле 
обладает такими же свойствами, как и поле скоростей несжимаемой 
жидкости. Это следует из того, что, подразумевая пол А поле скоро- 
стей течения некоторой величины, мы из (21) [или равнозначашего с 
ним равенства (22)| всегда можем заключить, что количество этой вели- 
чины, взятое внутри произвольной замкнутой поверхности, целиком 
расположенной в поле, остается постоянным, Каждая векторная трубка, 
вхолящая внутрь этой поверхности, должна в другом месте выйти снова 
наружу. Может, конечно, случиться, что полоэная трубка вхолит внутрь 
ограниченного данной поверхностью объема не один, а несколько раз, 
но при этом столько же раз она и выходит из рассматриваемого объема. 
Поэтому во всех случаях вся замкнутая поверхность может быть разбита 
на пары элемеитарных площадок, представляющих собою сечения одной 
и той же векторной трубки при ее входе и выхоле из поверхности. 
(Исключения из этого правила имеют место только в случае, если 
часть рассматриваемой замкнутой поверхности совпапает с боковой 
поверхностью одной или многих векторных трубок. Однако как раз 
через такие участки поверхности поток жидкости отсутствует.) Из ра- 
венства (22) следует, что для каждой пары таких сечений количества 
втекающей и вытекающей жидкости равны. Поэтому, если для каждой 
векторной трубки соблюдены равенства (21) или (22), то количество 
жидкости, заключающееся внутри рассматриваемой поверхности, не иЗ- 
меняется. 


= 


Соленоидлальные ВЕКТОРЫ 1 


Если это условие соблюдено, то вектор А называют солено- 
идальным вектором. 
Согласно вышесказанному свойство это выражается равенством 


| л,@—0 


или равносильными ему равенствами (18) и (20). 

Если существуют поверхности разрыва непрерывности вектора, то, 
как мы видели, для соленоидального вектора нормальные его составляю- 
щие остаются непрерывными и на этих поверхностях. 

Тем же свойством должны обладать в месте пересечения с поверх- 
ностями разрывов векторные трубки любого соленоидального вектора. 
Параллельные поверхностям раздела составляющие, вообще говоря, пре- 
рывны (если и они непрерывны, то рассматриваемый вектор не обна- 
руживает на такой по ерхности раздела никаких особенностей). Отсюда 
следует, что если мы построим по обе стороны поверхности разрыва 
направления рассматриваемого вектора, то, вообще говоря, они будут 
различны. Поэтому векторные линии и векторные трубки испытывают 
преломление при проходе через поверхность разрыва непрерывности. 

По примеру Фарадея, мы построим теперь наглядную картину поля, 
позволяющую судить не только о направлении, но и о величине обра- 
зующего поле вектора в разных точках этого поля. Мы достигнем 
этого, если для произведения (А®), которое по предыдущему остается 
неизменным вдоль каждой векторной трубки, выберем постоянное для 
всех трубок значение. Этого всегда можно достигнуть надлежащим вы- 
бором поперечного сечения трубки. Представьте себе, например, что 
мы выбрали достаточно малую е“иницу площади и подбираем сечения 
всех векторных трубок так, чтобы (Аю)==1. Тогда сечение каждой 


трубки, равное м выбранной единицы площади, будет также весьма 


малым. Чтобы пояснить весьма часто встречающееся в литературе вы- 
ражение „число векторных линий, пересекающих данную поверхность“, 
мы в каждой выбранной вышеуказанным образом единичной векторной 
трубке выберем векторную линию, проходящую, например, по ее оси. 
Так как при увеличении А трубки становятся уже, то проведенные та- 
ким образом единичные векторные линии в окрестности каждой точки 
поля будут располагаться тем теснее, чем большее значение принимает 
в данной точке вектор А. Численное значение вектора А будет в этом 
случае повсюду равно числу единичных векторных линий, пересекаю- 
щих перпендикулярную им площадку единицы площади. Требование 
выбора достаточно малой единицы площади можно устранить, положив 


1 
(А, где №М-— достаточно большое число. При таком построении 


векторные линии также будут сгущаться при возрастании А, и мы 
также можем говорить о числе векторных линий, пересекающих еди- 
ницу поверхности, которое в этом случае будет равняться МА. Чтобы 
и В этом случае численное значение вектора равнялось числу единич- 
ных векторных линий, приходящихся на единицу поверхности, мы 
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1 
определим это последнее число равным м числа, даваемого вышеуказанным 


построением. 

Далее, легко показать, что число единичных векторных 
линий, пересекающих данную поверхность, всегда 
равно интегралу по этой поверхности, Взятому ст Нор 


Г 


мальной составляющей вектора А, 


| 4,4. 


В самом деле, возьмем в качестве элементов поверхности сечения 
®' этой поверхностью векторных трубок (сечения эти неограниченно 
убывают при неограниченном возрастании числа М). Каждый такой 
элемент дает при интегрировании слагаемое 


А со$ (ПА) ©", 
в котором 
0! с0$ (ПА) 


равняется перпендикулярному сечению трубки. Поэтому вышенаписанное 


слагаемое равно (А), а согласно нашему построению равно ^х. Поэтому 


1 
весь интеграл равняется №? умноженной на число элементов поверх- 


ности, что в свою очередь равняется числу единичных линий, пересе- 
кающих поверхность. 

Мы приняли, что нормали к рассматриваемой поверхности образуют 
с направлением вектора А острые углы. Если мы выберем таким обра- 
зом направление положительной нормали к какой-либо точке поверх- 
ности и затем, переходя к другим точкам, будем проводить положи- 
тельные нормали все время по той же стороне поверхности, то может 
случиться, что мы придем к области, где положительная нормаль обра- 
зует уже тупой угол с направлением вектора. Если поверхность не 
обладает особенностями, то такие две области отграничены одна от 
другой кривой, вдоль которой положительная нормаль образует прямой 
угол с вектором. Вдоль этой кривой векторные линии касаются поверх- 
ности, а проходящие по соседству векторные линии могут пересекать 
поверхность дважды. При подсчете числа линий, пересекающих поверх- 
ность, мы можем не учитывать этих последних, так как соответствую- 
щие им векторные трубки дают при интеграции по поверхности два 
слагаемых, взаимно уничтожающих друг друга. 

Вышеизложенное вполне определяет понятие числа векторных линий 
данного соленоидального вектора, проходящих внутри данной замкну- 
той кривой. Мы видим, что это число равняется значению интеграла 
от рассматриваемого вектора, распространенного на произвольную по- 
верхность, опирающуюся на данную замкнутую кривую. Два интеграла, 
взятые по двум поверхностям, опирающимся на один и тот же контур, 
всегда при этих условиях равны, если Только положительные нормали 
связаны одинаково с положительным обходом по контуру. Чтобы это 
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доказать, назовем эти две поверхности О, и О,. Вместе они образуют 
замкнутую поверхность, и вследствие соленоидальности рассматривае- 
мого вектора интеграл от него, взятый по этой замкнутой поверхности, 
равен нулю. Если положительное направление нормали к О, совпадает 
с направлением внешней нормали к замкнутой поверхности, то вдоль 
поверхности О› направления этих нормалей взаимно противоположны. 
Поэтому интеграл по замкнутой поверхности равен 


| А, — | А, 4. 
0, 


о, 
Так как он равен нулю, то отсюда следует равенство интегралов, 
которое мы хотели доказать, 

° Результат этот можно выразить следующим образом: соленоидаль- 
ность вектора является необходимым и достаточным условием’ того, 
чтобы значение поверхностного интеграла от этого вектора зависело 
только от контура поверхности. 

$ 5. Потенциальный вектор. Совершенно аналогичная проблема воз- 
никает при исследовании линейных интегралов. Мы можем поставить 
вопрос: каким свойством должно обладать поле вектора, чтобы значе- 
ние линейного интеграла зависело только от конечных значений пути 
интегрирования. Очевидно, что в этом случае интеграл должен исче- 
зать для любой замкнутой кривой. Действительно, взяв на такой кри- 
вой $ две точки Ри О с промежуточными точками Ю для одной и $ 
для другой части кривой, мы получим: 


[А,48= д, 4 | А, 45 = [4.в— | аа. 
ы Ро 95Р БВО 250 


Если значение интеграла зависит только от конечных точек Р и О, 
но не от пути интегрирования, то оба интеграла правой части этого 
равенства должны быть равны друг другу, откуда и следует равенство 
нулю интеграла по замкнутому пути. Очевидно, что это условие 
является и достаточным. 

Если вышеуказанное условие выполнено, то, выбрав постоянной 
начальную точку интегрирования Р, мы получим интеграл, являющийся 
функцией координат только конечной точки ©. Исследуем подробнее 
эту зависимость, выбрав в качестве точки Р бесконечно удаленную 
точку. 

Ограничение, чтобы точка Р была определенной бесконечно 
удаленной точкой, является излишним, если мы примем, что вектор А 
убывает с расстоянием настолько быстро, что линейный интеграл, взя- 
тый от него по бесконечно удаленной линии, обращается в нуль. 
В огромном болынинстве физических проблем это допущение законно 
и означает, что состояния, имеющие место в бесконечности, не оказы- 
вают на исследуемое нами явление заметного действия. Степень убыва- 
ния некоторой величины при удалении ее в бесконечность может быть 
оценена следующим образом. Выберем в рассматриваемом объеме про- 
извольную точку О и назовем через г расстояние от этой точки до 
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некоторой другой. Мы будем называть функцию ® бесконечно малой 
п-го порядка, если произведение 


то 


остается конечным и не приближается к нулю при бесконечном удале- 
нии точки, в которой мы рассматриваем значение $. 

Из вышесказанного следует, что для вектора А достаточно потребо- 
вать, чтобы его значение в бесконечности обращалось в бесконечно- 
малое высшего порядка, чем первый. 

Аналогично мы можем пренебречь интегралом, распространенным 
на бесконечно удаленную поверхность, если подинтегральная величина 
является бесконечно-малой более высокого порядка, чем второй. 

Рассмотренный линейный интеграл является скаларной величиной, 
зависящей только от координат точки ©. Обозначим эту функцию бук- 
вой ® и рассмотрим ее производную, взятую по произвольному напра- 
влению Йй. Пусть ©; обозначает точку, которой мы достигаем, пере- 
двинувшись от © в заданном направлении на величину Ар, тогда: 


9 9, 
|, 4$ — А, 45 
у р 


- О Фо, ь Р 
—— = 1 и = 
дА а. АЙ Е" АЙ 
га 
о в 4+ А; (23} 


так как величину последнего интеграла мы можем принять равной 

АЙА,. Величина А, здесь есть значение составляющей вектора А 

по направлению й для некоторой точки между О и О, из которых © 

неограниченно приближается к точке О при уменышении АЙ до нуля. 
Величина @ называется потенциалом вектора А. 
Из уравнения (28) как частные случаи следуют: 

3$ 


и оо. я 24 
х’ ^, ЭГ 92 в ) 


Обратно, можно легко показать, что если вектор А удовлетворяет 
этим трем уравнениям, то из них следует равенство (25). Такой век- 
тор мы будем называть потенциальным вектором. 

Если нам задано поле скаларной величины Ф, то мы всегда можем 
определить вектор А, удовлетворяющий повсюду соотношениям (25) и 
(24) (предполагая, конечно, что функция ® такова, что Эти равенства 
имеют смысл). Вектор, равный А по абсолютной величине и противо- 
положный по направлению, называют градиентом скаларной 
величины 9. Связь эту между А и ® выражают равенством: 


А — — рта@ $, (25) 


* 


которое равносильно равенствам (23) и (24). 
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И в этом случае можно сделать графически наглядной связь между 
каларной величиной $ и вектором А. Для этого строим поверхности 


а 


называемые эквипотенциальными поверхностями. Непосредственно ясно, 
что векторные линии А повсюду перпендикулярны к эквипотенциальным 
поверхностям. Это следует из того, что согласно (24) направляющие 
косинусы нормали к поверхности в любой точке равны-направляющим 
косинусам вектора. То же заключение может быть получено из (25), 
согласно которому для любого направления, лежащего в касательной” 
плоскости к поверхности ф==С, составляющая вектора обращается 
в нуль. 

Представим себе две близкие эквипотенциальные поверхности, со- 
ответствующие двум мало отличающимся друг от друга значениям с. 
Разность потенциалов между любой точкой первой и любой точкой 
второй поверхности будет при этом постоянна, а следовательно, изме- 
нение потенциала, отнесенное к единице расстояния, будет зависеть 
только от расстояния между рассматриваемыми точками. Предел, к ко- 
торому стремится такое отношение, при приближении второй точки 
к первой по заданному направлению называют падением потенциала 
в данной точке по данному направлению. Из вышеприведенного ясно, 
что перпендикулярные к эквипотенциальным поверхностям линии век- 
тора А имеют повсюду направление наиболее быстрого падения по- 
тенциала. 

Укажем еще на то, что в случае, когда вектор А обозначает силу, 
линейный интеграл | А, 45 обозначает работу, совершаемую этой силой 
на пути интегрирования. Если сила является потенциальным вектором 
или, как часто также говорят, зависит от потенциала ©, то работа 
перемещения её точки приложения из Р в О равна. `` 


> — Фо: 
Если А является потенциальным вектором, то из (24) следует: 
А 94, 9А 3А, А, ЗА 
ду 32’ 92 и м 


Величины 


а Вы) р Е р Е о 
т о уе 7% 
\ожно рассматривать как составляющие по осям некоторого ‘вектора, 
который (ввиду его значения в теории линейных преобразований) по- 
лучил название вихрь, или ротор (гой, или керл (си!) вектора А. 
Мы будем его обозначать: 

В = :о{А. 


Применяя к (26) известные из аналитической геометрии формулы 
преобразования, легко показать, что при переходе к другой прямо- 
угольной системе координат соотношения между векторами А и В с0- 
храняют прежнюю форму. 
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Ротор потенциального вектора равен нулю. 

Если в поле имеется поверхность, на которой составляющие век- 
тора А терпят разрыв, то в таких точках производные составляющих 
вектора по координатам теряют смысл. В этом случае равенства 


зд, ЗА зд, ЗА зд, 4, 


© 


де" 8) = ^^ =0 
д2 ду ве 92 ну РА у 


выражающие, что во всем поле линейный интеграл, взятый вдоль про- 

извольной замкнутой кривой, обращается в нуль, должны быть допол- 
нены определенными условиями на поверхности разрыва. 

Рассмотрим для этого линейный интеграл вектора 

А вдоль контура бесконечно низкого прямоугольника 

0. р РОО.Р,, стороны которого РО и Р.О, расположены 

0 по о5е стороны поверхности разрыва и параллельны 

касательной к ней плоскости. Остальные две стороны 

РР, и ОО, мы считаем исчезающе-малыми по сравнению 

с первыми. Вследствие этого при вычислении интеграла 

мы можем в пределе пренебречь составляющими инте- 

грала вдоль этих сторон по сравнению с величинами, 

ВА получающимися при интегрировании вдоль сторон РЯ 

и Р.О. Обозначив через $ направление этих сторон 

и считая их настолько малыми, что можно пренебречь 

изменениями вектора А на этих отрезках, мы получим: 


—— 1 
А,. РО=А;-Р.Щ,. 
В этом равенстве А, обозначает составляющую вектора А с одной 


стороны от поверхности разрыва, а А, — составляющую по другую 
сторону. Следовательно, искомое дополнительное условие гласит: 


Пре 


Фиг. 4. 


т. е. тангенциальные составляющие вектора должны оставаться непре- 
рывными и на поверхности рызрыва. 

В случае отсутствия поверхностей разрывов из (26) непосредственно 
получается: 


УВ = 0, 


т. е. вихрь любого вектора соленоидален. Обратно, любой солено- 
идальный вектор мы можем рассматривать как вихрь некоторого дру- 
гого вектора, причем последняя задача допускает бесконечное количе- 
ство решений, так как если В — данный нам вектор и А удовлетворяет 
уравнениям (26), то согласно вышеприведенному и вектор 


А-- стадо, 


где $, произвольный скалар, будет решением тех же уравнений. Нам 
остается только показать, что в случае @уВ==0 мы всегла можем 
указать решение (26). Это сделать легко, если мы можем считать, что 


в бесковечно удаленных точках В становится бесконечно-малым более 
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высокого порядка, чем первый. Во многих физически интересных слу- 
чаях требование это удовлетворено. В этом случае мы можем положить: 


Е 2 
А.—= | 4, д) —= Зиврай А, =0. 
бо 
Непосредственно очевидно, что эти величины удовлетворяют пер- 
вым двум уравнениям (26). Подстановка их в третье равенство при 
условии УВ ==0 дает тождество 


2 8 


с 38, $ 38, 38, 
Е 
[0$ [© $) 


© 


Ьа 


Условия, позволяющие выполнять диференцирования под знаком 
интеграла, в физических применениях всегда оказываются выполнен- 
ными. Если в исследуемой области есть разрывы непрерывностей, то 
необходимо произвести особое исследование проблемы. 

$ 6. Теорема Стокса. Значение интеграла по поверхности зависит 
в случае соленоидального вектора В только от контура, на который 
опирается поверхность. При помощи вышеуказанного вектора А мы 
можем заменить интеграл по поверхности интегралом по ограничиваю- 
щему эту поверхность контуру. В этом преобразовании и состоит тео- 
рема Стокса. При доказательстве мы сначала допустим, что данный 
нам контур является плоской кривой. В этом случае мы можем в каче- 
стве поверхности интегрирования взять часть плоскости, ограниченной 
этой кривой (значение интеграла ведь не зависит от выбора поверх- 
ности интегрирования). Далее, мы выберем систему координат таким 
образом, чтобы плоскость ХОУ совпала с плоскостью нашей кривой, 
а ось Д была направлена по положательной нормали к поверхности. ^ 
При этих условиях: 


Г Г (3А А, 
= В:4х4у— 5—5 | Чкву, 


Рассмотрим сначала интеграл 
а, 
1х ах ау. 


Мы можем выполлить интегрирование по у, т.е. просуммировать по 
всем элементам поверхности, имеющим общую абсциссу х. Для простоты 
положим еще, что перпендикуляр к оси Х пересекает наш контур 
только в двух точках. При перемещении в направлении оси У по такому 
перпендикуляру пусть мы сначала входим у Точки 1 внутрь поверхности, 
а затем выходим из нее у точки 2. Интегрирование вдоль заданного 
перпендикуляра к оси Х дает (А. —А,1} 4х, а для интеграла мы по- 
лучаем: 


| (Ава | А, 4х. 
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Последний интеграл должен быть распространен на весь контур. (Для 
точек с индексом 2 элемент 4х отрицателен. Доказательство может быть 
легко обобщено на случай, когда некоторые перпендикуляры к оси Х 
пересекают данный контур.более чем в двух точках. 

Аналогично получаем: 


ЗА, 
3. ах Чу — —- А, ау 
р следовательно, 


| В, 4 = | (А, а А, ау) — | А, 45. (27) 

Из вида результата можно заключить, что он не зависит от выбора 
координатной системы. Локазательство для общего случая мы проведем 
методом перехода к пределу. Для этого мы будем рассматривать данный 
контур как предел некоторой ломаной, а данную кривую поверхность 
как предел некоторого многогранника. В согласии с поставленными 
выше условиями мы выберем для контура каждой грани положительное 
направление обхода таким образом, чтобы для граней, имеющих общие 
ребра с заданным контуром, положительное направление обхода по та- 
ким ребрам совпадало с положительным обходом по контуру. Для 
внутренних ребер, каждое из которых принадлежит двум соприкасаю- 
щимся граням, направление обхода будет для этих двух граней взаимно 
противоположным. Применив к площади каждой грани только что до- 
казанное преобразование, мы получим в качестве суммы линейных 
интегралов интеграл по пограничной ломаной, а в качестве суммы по- 
верхностных интегралов — интеграл по всей поверхности многогранника. 
Переходя к пределу, мы получаем отсюда теорему Стокса для про- 
извольной замкнутой кривой. 

$ 7. Уравнение Лапласа. Если в некоторой области пространства 
мы имеем поле вектора, который соленоидален и вихрь которого 
равен нулю, то потенциал этого вектора удовлетворяет в этой области 
следующему диференциальному уравнению: 


92% | 929 920 ие 
9х2 Г ду? ет 
Действительно, из равенства нулю ротора следует: 
39 д 99 р 3% 
ы и п тть 
Подстановка же этих равенств в уравнение, выражающее  солено- 
идальность, 


(28) 


ЗА, | 4, | 

9х ду С 

ведет к (28), которое весьма часто пишут сокращенно в виде: 
А) т. 


1 В русской литературе чаще ирименяют значок 5%. См., например, И. Е. Тамм, 
Основы теории электричества, $ 12. Прим. пер. 
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Это диференциальное уравнение, имеющее большое значение в теории 
электрических явлений, носит название уравнения Лапласа. Не меньшее 
значение это уравнение играет в теории тяготения, так как ему под- 
чиняется ньютоновский потенциал тяготеющих масс вне занятого этими 
массами объема. Действительно, представим себе систему материаль- 
ных точек с массами ,, действующих на данную материальную точку 
силами, направленными по линиям, их соединяющим, пропорциональ- 
ными массе действующей точки м, и обратно пропорциональными 
квадрату расстояния г, между ними. Равнодействующая этих сил 
будет, с точностью до постоянного множителя, равна взятой с обрат- 
ным знаком векторной ‘сумме 


где г, — единичный вектор, имеющий направление от притягивающей точки 
к притягиваемой. Легко показать, что вектор этот зависит от потен- 
циала, равного 
В» 
„ Г, 


Если притягивающая масса заполняет сплошь некоторый объем, то 
суммы придется заменить интегралами и мы получим для потенциала 
выражение: 


г 
‚:ЗРЕ м1, У, 21) 99 
= Е 451 . (25) 


В этом выражении при обозначении координат (и объема) притяги- 
вающего элемента массы мы поставили индекс, чтобы отличить их от 
координат х, у, 2 точки, в которой мы вычисляем значение потен- 
цнала ф. Функция 4(х., У, 2.) обозначает плотность в точке ху, Ур, 21, 
и интегрирование должно быть распространено по всему объему, зани- 
маемому притягивающей массой. Для точек х, у, 2, лежащих вне этого 
объема, мы получаем: 


9° о ПР 
| В (м, У:, 21) ха (1-)45. 


Так как 


(хх, (уу, - (2—2), 
то 
9 ХХ: 
а 
и 
ь(-; 
И 1 
9х 73 
1 
а 
р 1 с що 
я гз 
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Отсюда следует, что 


1 
А ее 0, 
р 
а следовательно, 
А Ф Е 0. 


5 8. Теорема Грина. Если две функции удовлетворяют уравнению 
Лапласа, то между ними существует зависимость, выражаемая теоремой 
Грина, которую мы сейчас выведем. 

Пусть Ии Ур— две любые функции, конечные и непрерывные, 
в пространстве, ограниченном некоторой поверхностью. Пусть, сверх 
того, в том же пространстве эти функции обладают конечными и не- 
прерывными производными первого и второго порядка. Наконец на по- 
верхности сб пусть непрерывны и конечны как сами эти функции, так 
и первые их производные. В этом случае по теореме Гаусса (16) 


а 
ПЕ (5%, Г ду (о т | 32 (05:) 18 
и и зи 
= (9 м - О-о аз | ое 


следовательно, 
[20 зи у аИзи , з0зи 
= И`-4з— \ ИУ 45. (30 
| 9х м ау 152 45 14 т 45 (АУ а5. (30) 


Аналогично, переменив местами И и И, мы получим для правой 
части равенства (30) (левая часть остается без изменения): 


Зи 


Ре 
У— «— \ УАЦа5. 
а И 


Отсюда следует: 


у (— и аа | оз У—У\И 45. (31) 
[ВУ 37 

Заметим еще, что хотя поверхность с должна быть замкнутой, НО 
в общем случае она может состоять из различных совершенно отдель- 
ных или окружающих друг друга частей. 

Если функции Ми И кроме вышеукезанных условий удовлетворяют 
уравнениям Лапласа, то из (31) следует соотношение: 


зу 
ум ь о, - 98 


которое мы будем называть теоремой Грина. 
Рассмотрим частный случай, когда (/=—=с01$, что, очевидно, удовле- 
творяет уравнению Лапласа. Из (32) следует в этом случае: 


си 0 
о 


что можно получить и непосредственно из теоремы Гаусса. 
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Из (30) мы можем получить еще одно важное свойство функций, 
удовлетворяющих уравнению Лапласа. Положив в этом равенстве: 
(==, получим: - 

(Ы р о \2 
\ ыы - (5) +(> 45 И (33) 
| 9х ду д2 ди 

При помощи этого соотношения мы можем даказать, что не суще- 
ствует двух различных функций, удовлетворяющих повсюду внутри не- 
которой замкнутой поверхности уравнению Лапласа и принимающих на 
этой поверхности одинаковые наперед заданные значения. В самом 
деле, пусть Ут и И, — две такие функции, тогда их разность ф также 
удовлетворяет уравнению Лапласа и обращается повсюду на поверх- 
ности в нуль. Уравнение (533) дает в этом случае: 


Кн 


9х ‚ду 
Так как подинтегральное выражение не может принимать отрица- 
тельных значений, то равенство это возможно только в случае, когда 
подинтегральное выражение во всем объеме интегрирования тожде- 
ственно равно нулю. Следовательно, 


99 99 0 _ 0 
о р, а” 

Отсюда следует, что внутри рассматриваемой поверхности ф по- 
стоянно, а так как во всем этом объеме и на поверхности функция ф 
по условиям непрерывна, а на поверхности обращается в нуль, то она 
равна тождественно нулю повсюду, т. е. И = И.. 

Особый интерес представляет здесь вышеупомянутый случай, 
когда рассматриваемая поверхность с состоит из отдельных изолирован- 
ных частей, из которых одна окружает все остальные. Пространством, 
ограниченным такой поверхностью, является объем, заключенный между 
этой внешней поверхностью и внутренними. Могут быть случаи, когда 
внешняя поверхность целиксм лежит в бесконечности. Доказанную 
теорему можно в этом случае формулировать следующим образом: не 
может существовать двух различных функций, которые удовлетворяют 
уравнению Лапласа во всем пространстве, лежащем вне заданной по- 
верхности (которая может состоять и из нескольких отдельных частей), 
’и, оставаясь непрерывными и на этой поверхности, принимают на ней 
заданные значения. 

К вышесказанному необходимо еще добавить условие, позволяющее 
пренебречь интегралом, распространенным по бесконечно удаленной 


92 
поверхности. Для этого достаточно, чтобы произведение я в беско- 


нечности становилось бесконечно-малым более высокого порядка, чем 
второй. В приложениях это условие является всегда выполненным. Так, 
например, ньютонианский потенциал, определенный равенством (29), 
обращается в бесконечности в бесконечно-малую величину первого по- 
рядка. Производные от него, взятые по любому направлению, становятся 
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бесконечно-малыми второго порядка, а интересующее нас здесь произ- 


у 


ведение 9. 1 — бесконечно-малым третьего порядка. 
п 


Возможен, конечно, случай, когда © представляет собою единствен- 
ную замкнутую поверхность, лежащую целиком в бесконечности. В этом 
случае наша теорема утверждает, что функция, удовлетворяющая во 
всем пространстве уравнению Лапласа и убывающая с расстоянием так 
быстро, что можно пренебречь интегралом по бесконечно удаленной 
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поверхности от выражения № тождественно равна нулю повсюду. 


В качестве применения вышеуказанных свойств мы докажем, что 
поле вектора вполне однозначно определено, если во всех точках за- 
даны его вихрь и дивергенция и, сверх того, известно, что с удалением 
в бесконечность он убывает достаточно быстро. 

Действительно, если мы нашли два таких вектора, то их разность была 
бы во всем поле безвихревым и соленоидальным вектором. Такой вектор 
является потенциальным и удовлетворяет повсюду уравнению Лапласа. От- 
сюда по доказанному следует, что потенциал этой разности тождественно 
равен нулю, т. е. разность наших векторов повсюду равна нулю. 


$ 9. Исследование объемного интеграла В, 9621) 15, Вернемся 
р 


еще раз к функции ф, определенной равенством (29): 


= | Ем 8: 95 


: ) (29) 


причем, отвлекаясь от физического смысла, который имеет функция 
в (5, ут, 21), мы будем приписывать ей лишь следующие свойства. 
Внутри объема интегрирования функция, эта однозначна и конечна 
и остается конечной и на поверхности с, ограничивающей объем интегри- 
рования. Большая часть результатов, которые мы получим, могут быть 
обобщены и на случай, когла функция д испытывает конечной вели- 
чины скачок на поверхности, частично или целиком расположенной 
внутри с. Когда точка Р(ху2), в которой мы вычисляем значение $, 
лежит внутри поверхности с, то мы можем следующим образом опре- 
делить значение интеграла (29). Вырежем из объема интегрирования 
некоторую область, ‘окружающую точку Р, и будем искать предел, 
к которому стремится интеграл, взятый по всему остальному простран- 
ству, когда вырезанная область уменьшается по какому-либо закону 
до нуля. Если такого предела не существует, то рассматриваемый 
интеграл не имеет смысла. В качестве выделяемого объема мы можем 
взять шар; радиус которого мы будем стремить к нулю. Далее, мы 
найдем аналогичным путем значения производных функции $, а также 
и значение Ау. Первую часть этого исследования мы проведем еще не- 
сколько более общо, рассмотрев интеграл от некоторой функции (0, 
по объему, заключенному внутри заданной поверхности с: 


к (045, 


ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЪЕМНОГО ИНТЕГРАЛА В: 
где И — функцит координат №1, Ут, 21 объема интегрирования, а х, у, 2 — 
координаты точки Р, в которой должно быть определено значение /. 
Мы примем, что точка Р лежит внутри объема интегрирования и что 
функция О конечна и непрерывна во всех точках, за исключением 
ТОЧКИ МХ, ==Х, У = У, 2, ==2. Значение / определяется согласно преды- 
дущему равенством: 
й== [м И 
2—0 
где 


= [(а$; 
г 


обозначает интеграл, распространенный по объему, лежащему внутри 
поверхности с и вне шаровой поверхности, описанной вокруг точки Р 
радиусом, равным х. Применяя такие обозначения, мы можем положить: 


Ю 
в [баз [04,. 
тр и 


у 


Здесь первый интеграл распространен по объему, заключающемуся 
между данной поверхностью с и поверхностью шара произвольного ра- 
диуса А`>г, описанного вокруг точки Р (значение Ю ограничено при 
этом только требованием, чтобы вся поверхность шара лежала внутри с). 
Второй интеграл распространен на объем шарового слоя между сферами 
раднусов КЮ иг. Первый интеграл имеет определенное, не зависящее 
от 7 значение Г. Исследуем ближе второй интеграл, который мы обо- 
значим через /,. Допустим при этом, что существует такое ноложи- 
тельное число и, что величина 


== 0", 


где г обозначает расстояние до точки Р, приближается к конечному 
пределу при безграничном уменьшении г. Допустим, чтобы фиксировать 
наши рассуждения, что этот предел положителен. При этих условиях 
для всех значений г, меньших некоторого определенного значения, 
функция С будет иметь положительные значения. Если г меньше этого 
значения, то при дальнейшем уменьшении г значение [5 может только 
увеличиваться. Таким образом, очевидно, мы докажем существование 
предела /,, если покажем, что /, всегда меньше некоторого конечного 


числа. Мы знаем, что вследствие существования Ито значение р остается 
т=0 ; 

внутри шара раднуса А ниже некоторого значения 2%. Следовательно, 

всегда меньше, чем вуг-” 


в 
и ь< | рои-та$, 
* 
В этом выражении ро может быть вынесено за знак интеграла, 
& оставшийся интеграл может быть вычислен. Разделяя объем интегрит 


3 Лоренц. Теорит злектроматнитного поля, 
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рования на шаровые концентрические слои, получаем: 
в 
< 4 гта, 


та 
следовательно, 


Что _ С «-ЯЗ 

о 3 {Ю , } 

Отсюда видно, что при п< 3 1, остается меньше некоторого ко- 
нечного числа, а следовательно, /, приближается к конечному пределу. 

Для функции $ в равенстве (29) мы можем считать п—=1. Отсюда 
следует, что $ имеет определенное конечное значение во всем объеме, 
заключенном внутри поверхности 6. 

Рассмотрим теперь производные от интеграла 1, например, производ- 
ную по х. Прежде всего покажем, что 


37 6 


Г 


31 и 
если только тт существует и является непрерывной функцией г и 


координат. 
Мы имеем по определению: 
кт Е [ит 7. (х-8 2) иг у, 2] 
9% 5=0 б г=0 з еже. — 7—0 м ры 
следовательно, 
9/ Ве ЕЕ 8, 9. 
— = Иш Иш —^ р 031, 
9х 50 го ах : ——. 
те, ^ 


Здесь мы имели право переменить порядок действий при перехоле 


й 
к пределу, так как РУ удовлетворяет вышеизложенным условиям не- 
прерывности. 
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Найдем теперь выражение производной та 
х 


к В 9 
ы т т \ © (х -[- 8, у, 24 |9 245, ; 


2 г, х-5 


где индексы у знаков интегралов показывают, что в первом интеграле 
исключается из объема интегрирования внутренность шара радиуса ,, 
описанного около точки Р!'х-Е в, у, 2), а во втором — объем шара 
того же радиуса, описанного около точки Р(х, У, 2) как центра. Оба 
интеграла отличаются друг от друга по двум причинам. Во-первых, 
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каждый элемент объема 45, дает в этих интегралах различные значения 
подинтегрального выражения, так как в первом интеграле войдет зна- 
чение функции И, определяемое положениями точки Р'! и какой-либо 
точки внутри элемента 45,, во втором войдет значение функции (0, 
определяемое точкой Ри той же точкой элемента 45$,. Для разности, 
стоящей в квадратных скобках, мы поэтому получим: 


| й ’ 
ое, ив 2) 5, 


9х 


где интеграл распространен на весь объем, лежащий вне выделенных 
шаровых поверхностей. При уменьшении $ до нуля это дает в оконча- 
тельном результате величину: 


зи 
| 54$. 


р 


Во-вторых, как видно из фиг. 5, есть 
области, которые входят в состав только од- 
ного из интегралов. Элементы объемов, вхо- 
дящие только во второй интеграл, дают: 


АО о т Фиг. 5. 


) 


гле @В обозначает элемент шаровой поверхности, описанной около 
точки Р. Элементы, входящие в первый интеграл, дают 


павз =. 


Таким образом оба выражения имеют одинаковую форму и дают 


вместе интеграл по поверхности шара радиуса г 


^ 


[2 


= \ О(х, — х)аВ. 


Окончательно мы получаем: 


3 1 
же у 4 
т | те #5, ; \е х) Чав. (34) 


р” 


Применим это выражение к функции $, определенной равенством (29). 
Введя и здесь функцию %, аналогичную /‚, мы получим: 


у 


1 
о та 
=. = \ в (х„ 2) в 4$, — :\ 1 Е балу, 29а 


а 
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Первый интеграл дает: 


я 
ах 
1 . 
\ в (ху, Ут, =) РЕ о, 
. 
* д 
Заметив, чтб_ функция 
х—х 


Н (Я, У 2) 


конечна во всем объеме интегрирования, мы можем на основании выше 
доказанного утверждать, что и 


р. 
№(хь, У, 21) 4$, 
* 
остается повсюду конечным. Следовательно, в рассматриваемой области 
эта часть исследуемого выражения является непрерывной функцией г и 
координат х, у, 2, которая приближается к определенному пределу 
при приближении г=0. 
Второе слагаемое исследуемого выражения является интегралом 


от НКЦИИ 
фу ь Хх —х 
ИО. 21) т. , 


значение которой по абсолютной величине остается меньше некоторого 
определенного значения р. Ввиду этого абсолютная величина этого 
интеграла меньше, чем `4пго и, очевидно, приближается к нулю при 
неограниченном уменьшении г при всех значениях х, у, 2. Поэтому 


окончательно: 
1 
др т 
ЕЕ х,У, 21) — 945. 
9х ы ( 0 Ут, ы) эх ы . 
92% 
$ 10. Уравнение Пуассона, Чтобы вычислить значение 5х, мы 
2 
преобразуем сначала последний результат, воспользовавшись тождеством 
? 1 1 
== == 
'9 и 
9х 9х1 


Благодаря этому наше уравнение примет вид: 


1 
, й о г т 
ИВ ув =. 4 ——^а%.. 
а \» (ХТ У 21) Га 45, \ 9х. аа | г: _ 


Первый интеграл мы можем преобразовать на основании теоремы 
Гаусса (16) и получим: 


Ав а Фа и р 
а ея с03 (11) 46. Е Е г (35) с 


< 


УРАВНЕНИЕ ПУуАССОНА з7. 
а 
Здесь первый интеграл должен быть распространен на всю поверх- 
ность с, ограничивающую объем, в котором {и отлично от нуля. В этом 
интеграле подинтегральная функция нигде не обращается в бесконеч- 
ность, и поэтому при взятии производной по х мы можем диференциро- 
вать под знаком интеграла. 
При диференцировании по х второго интеграла мы можем приме- 
нить формулу (34), причем последний член этой формулы опять в пре- 
деле исчезает. Таким образом мы получаем: 


1 
29 вр и р 
а с05 (11) 45. + О, == 
1 1 
в а 9 7” 
а вх °03 д аа — —} 2 ге. 1 

Аналогичным бразо мы п им выражения ЛЯ ен и — 
а обр м. олучих ыражен д ду а 


и найдем: 


Е Зи ? - вт Зы = 
нЕ Я ми ке 
_. № 9и. бт М и ть У, =) 


Последнее слагаемое мы вычислим при помощи соотно'иения (30). 
При выводе этой формулы мы предполагали, что функции И и У, ко- 
торым в рассматриваемом случае соответствуют м и 1/, непрерывны и 
конечны и имеют такие же непрерывные и конечные первые и вторые 
производные во всех точках внутри поверхности с. Эти требования не 
удовлетворяются для функции 1/7. Поэтому мы и в этом случае выде- 
ляем точку Р при помощи описанной около нее как центра сферы 
радиуса г и рассматриваем интеграл, распространенный по объему вне 


этой сферы: 
ды р И ‚ Зи 7) 
Ве бе и Та, о ба Щл 
р 


При г==0 интеграл этот обращается в искомый. К этому интегралу 
мы можем применить преобразование (30) и получим ввиду того, что 


пы 
г 
НЫ 9 мет а ев 
Э\9а 95 Ву д а 9/1 
Поверхность, по которой должно быть распространено интегриро- 


вание, в последнем интеграле состоит из внешней поверхности ©; И 
поверхности шара, описанного около точки Р. Для этой последней 
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поверхности направление положительной нормали, которое по опреде- 
лению должно совпадать с направлением внешней к объему интегриро- 
вания нормали, совп.дает с радиусом и направлено к точке -Р. Поэтому 


1 
ие 
т р м 


и мы получим: 


9 - 3 3 
ды, >. зи бу, дн Г : 
| . =! А == 


Так как м является непрерывной функцией координат, то, при до- 
статочио малом значении г значение этой функции и В любой точке 
поверхности отличается от значения ее в центре сферы вр на величину, 


меньшую произзольно выбранной величины 8. Величина \ наВ заклю- 
чается при этом между значениями 


4пу? (р — 8) и 4п/? (ир-Ё ®), 
а следовательно, 


ЖА 
и цаВ = 4 тур. 


Таким образом окончательно 
Ао ЕЕ 4 пар . 


Это — так называемое уравнение Пуассона. Мы можем сказать, что 
функция © удовлетворяет этому уравнению повсюду, так как вне поверх- 
ности с, , где и-=0, уравнение Пуассона переходит в уравнение Лапласа. 

При выводе уравнения Пуассона, чтобы иметь возможность приме- 
нить теорему Грина, мы допустили, что функция (хм, 21) и ее 
первые производные непрерывны и на поверхности б1. От этого допу- 
щения мы можем освободиться. Для этого окружим точку Р произволь- 
ной поверхностью, целиком лежащей внутри с,, и обозначим внутрен- 
ний ее объем буквой $. , а объем, заключенный между обеими поверх- 
ностями, буквой 5,.. Разделим интеграл (29) на две части: первую 
м Ф, распространенную на объем $ и вторую $, — на объем $5.. 

огда 


о=-- $ 


А — Ар ГА. 


и 
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Согласно $7 Аф,==0, к $ же мы можем применить вышеприве- 
денный вывод и получим: 
До=—= — 4ПБр. 


Легко, далее, доказать, что функция, удозлетворяющая повсюду 
уравнению Пуассона и обладающая тем свойством, что произведение 
этой функции на ее производную, взятую по любому направлению, 
обращается в бесконечности в бесконечно-малую более высокого по- 
рядка, чем второй, определяется этими условиями однозначно. 

Действительно, если мы найлем дзе таких функции, то их разность 
будет повсюду удовлетворять уравнению Лапласа и согласно доказен- 
ной в $8 теореме тождественно обратится в нуль. 


Глава 1, 


ВЕКТОРЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ. 
ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


Основой теории электричества являются два уравнения Максвелла. 
Уравнения эти связывают между собою различные векторные величины 
и выражают свойства электромагнитного поля. Свойства этих векторов 


при помощи теоретических соображений, привело к вышеназванным 
уравнениям, которые мы ниже всегда будем считать приложимыми. 

$ 1. Электрический ток. В первую очередь рассмотрим вектор, 
обозначающий плотность электрического тока. Обозначим этот 
вектор буквой С. Основным свойством вектора плотности тока является 
его соленоидальность, это значит, что течение электричества 
происходит всегда аналогично течению несжимаемой жидкости. 

Это свойство выражается равенством: 


[с.=0, (1) 


где интеграл может быть распространен по произвольной замкнутой но- 
верхности. Как мы показали выше, равенстго это равнозначно с 


ЧС —0, 
или 
Е бис 
0. | 
9х г. ду 92 и. 


На поверхностях разрыва непрерывности нужно к этому добавить 
условие: 


Си Е Сп. (1") 


Приложимость уравнения (1) во всех случаях электрического тока 
является одним из основных допущений теории Максвелла. 

В прежних теориях различали два вида токов: замкнутые и разом- 
кнутые, другими словами соленоидальные и несоленоидальные токи. 
К замкнутым токам относили, например, ток, текущий в замкнутой 
цепи и поддерживаемый включенным в цепь гальваническим элементом. 
И в старой и в новой теории токи эти рассматриваются одинаково 
как соленоидальные. К незамкнутым токам относили, например, ток, 
заряжающий проводник при соединении его с одним из полюсов бата- 
реи, другой полюс которой отведен к земле. В новой теории мы в со- 
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гласии © идеями Фарадея и Максвелла принимаем, что ток только 
кажущимся образом оканчивается на поверхности проводника, на самом 
же деле он продолжается в окружающей проводник среде. Благодаря 
Этому ток и в этом случае остается соленоидальным. 

Этот ток, появляющийся в окружающем проводник диэлектрике, 
при заряжении проводника мы называем током смещения. Ток 
смещения возникает во всех случаях, когда ток в проводниках кажется 
не соленоидальным, что часто имеет место. 

При помощи вектора С мы онисываем целый ряд весьма различных 
явлений. В качестве примеров мы укажем следующие: гальванические 
токи в металлических проводниках и электролитах; токи при электри- 
ческих разрядах, возникающие, например, при проскакивании искры 
между положительно и отрицательно заряженными проводниками; далее, 
катодные лучи, под которыми мы понимаем конвекционные токи, обра- 
зованные движением электронов. 

Общим во всех этих случаях является действие токов на магниты. 
Благодаря Эрстеду действие это давно известно для гальванических 
токов, текущих в металлических проводниках. Давно также известно, 
что токи в электролитах и разрядные токи действуют на магнитную 
стрелку. Действие катодных лучей на магнитную стрелку было доказано 
Геителем. Долгое время не было Экспериментальных доказательств. того, 
что конвекционные токи, вызванные движением микроскопических заря- 
женных тел, также действуют магнитно. В 1878г. Ровланд в институте 
Гельмгольца выполнил ряд опытов, при которых исследовалось магнит- 
ное поле, вызываемое быстрым вращением эбонитового диска, заряжен- 
ного до весьма высокого потенциала, При зтом оказалось, что такое 
движение заряженного диска вызывает такое же магнитное поле, как 
и обычный круговой гальванический ток. Позднее Ровлайд и Гут ин- 
сон в Балтиморе выполнили эти опыты с большей тщательностью и по- 
пучили из них со значительной точностью значение отношения элек- 
тромагнитной к электростатической единице заряда. 

Правда, Кремье получил при аналогичном опыте отрицательный ре- 
зультат (что, повидимому, о’ъясняется тем, что большая часть зарядов 
успевала у него стечь с диска прежде, чем он производил отсчет), 
но дальнейшие исследования различных физиков подтвердили первона- 
чально полученные результаты и дали хорошее количественное совпа- 
дение теории с опытом. 

Первое из основных уравнений Максвелла дает связь между элек- 
трическим током и магнитными его действиями. 

$ 2. Напряжевность магнитного поля. Для описания магнитных дей- 
ствий мы вводим вектор Н напряженности магнитного 
поля, под которым мы понимаем величину, измеряемую силой, дей- 
ствующей в магнитном поле на единицу Северного магнетизма. "Так как 
свойство этого вектора и его связь с вектором С зависят от среды, 
то мы сначала будем рассматривать только соотношения, имеющие 
место в воздухе1, 


1 Точнее говоря, здесь рассматриваются соотношения, имеющие место в ва- 
кууме. /Трим. перев. 
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В воздухе мы можем и магнитный вектор считать соленоидальным, 
т. е. для любой замкнутой поверхности: 


. |=, 05 —=0. . 
или | 
ЧУН =0 
и для поверхностей разрыва 
ВЕТ 


Эти соотношения остаются приблизительно верными во всех средах 
за малыми исключениями, к которым в первую очерель относятся же- 
лезо и сталь. 

Легко показать, что напряженность магнитного поля, образованного 
одним или несколькими магнитами, которая может быть вычислена на 
основании закона Кулона, удовлетворяет вышеуказанным соотношениям. 

В этом случае напряженность магнитного поля является, сверх того, 


вектором потенциальным, т. е. линейный интеграл |", 4$ не зависит 
. р 

от пути интегрирования, и интеграл по замкнутому пути равен нулю. 

При этом, конечно, путь, по которому производится интегрирование, не 

должен проходить через области, где расположены магнитные полюса. 

Обозначив магнитный потенциал буквой У, мы получим [Введе- 


ние (25}]: и 


о 


(2) 


$ 3. Магнитное поле замкнутого тока. Рассмотрим теперь подробнее 
значения линейных интегралов от напряжения магнитного поля для дру- 
гих случаев. В качестве экспериментального факта мы примем, что ток, 
текущий по маленькому кольцеобразно замкнутому проводнику, дей- 
ствует на далеко от него расположенный магнитный полюс (расстояние 
должно быть велико по сравнению с радиусом) так же, как маленький 
магнит, ось которого перпендикулярна к плоскости тока и магнитный 
момент которого пропорционален площади кольца и силе тока. Север- 
ный полюс этого эквивалентного магнита расположен с той стороны 
поверхности, где нормаль положительна (положительное направление 
нормали определяется направлением тока в контуре). 

Обозначив ‚силу тока 2, площадь контура проводника 45, магнитную 
массу полюса эквивалентного магнита 1 и его длину 6, мы получим 


т8 = 45, (3) 
* ® 

где / обозначает козфициент, зависящий от выбора единиц тока и ма- 
гнитного полюса. Чтобы распространить эти соотношения на токи „теку- 
щие по замкнутым контурам конечных размеров, мы воспользуемся еще 
тем фактом, что два равные и противоположно направленные тока, 
текущие по совпадающим проводникам, уничтожают действия друг друга. 
Основываясь на этом мы можем заменить магнитное действие тока, 
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текущего по конечной величины контуру, действием бесконечно боль- 
ого числа токов той же силы, текущих по бесконечно малым конту- 
рам, заполняющим  сетеобразно всю обтекаемую током площадь О. 
Направление токов во всех элементарных контурах должно при этом 
совпадать с направлением тока в контуре О. По любому внутреннему 
элементу сети будут при этом протекать два равных, но противопо- 
ложно направленных тока. Заменив вышеуказанным образом каждый 
‘из элементарных контуров тока маленьким магнитом и выбрав, ради 
простоты, длины этих магни- р 
тов 6 одинаковыми, мы по- 
лучим с обеих сторон по- 
верхности О два слоя, из 


которых один состоит из се- №. 

верных, а другой из южных мо 

магнитных масс. Такой маг- -7 

нитный ДВОЙНОЙ СЛОЙ г Фиг. 6. 


эквивалентен по своему маг- 
нитному действию рассматриваемому току во всех точках, за исклю- 
чением точек, лежащих в самом двойном слое. 

Определим сначала магнитный потенциал, создаваемый током, теку- 
щим по бесконечно малому контуру, на конечном от контура расстоя- 
нии. Заменим ток магнитом (— т, +- т) (см. фиг. 6) длины 6. Магнит- 
ный потенциал в точке Р на расстоянии г будет равен 


т т то 
—Х — 05054 
,(" = Л ь 


гле а обозначает угол, образованный направлением оси магнита с ли- 
нией, соединяющей произвольную точку магнита с Р, а Л — множитель 
пропорциональности, зависящий от выбора единицы для т. Положив 
ДЕ ==, мы получим, воспользовавшись (3), 


‚ 46 с05 а Е 
У м 100 


где 4® обозначает телесный угол, под которым виден из точки Р кон- 
тур поверхности 45. Мы будем считать Яо положительным, если Р 
расположена по ту же сторону элемента 4, что и северный полюс 
эквивалентного магнита, т. е. если угол а острый. Для потенциала 
тока, текущего по контуру конечных размеров в точке В, лежащей вне 
поверхности, мы получим аналогично выражение КФ, где Е обозначает 
силу тока, а ® — телесный угол, под которым виден контур тока из 
точки Р. 

Необходимо обратить внимание, что О может быть, смотря по 
обстоятельствам, как положительным, так и отрицательным. Поэтому 
для данного контура тока и данной точки Р, ®, а следовательно, и 
потенциал, может принимать различные значения. Если би РИ 
магнитных двойных слоя, могущие по вышеизложенному заменить маг- 
нитное действие Тока, то оба они опираются на контур тока. Предпо- 
ложим, что би 6, расположены таким образом, что точка Р находится 
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между ними. Тогда значения ® для двух таких слоев будут дополнять 
друг друга до 4п и будут иметь противоположные знаки, т. е. 
9, —=— (9 — 41). Для потенциала мы получим в точке Р два значе- 
ния: 2 и — 29, =! (9 — 4п). Они отличаются на постоянную вели- 
чину, и поэтому при диференцировании из обоих мы получаем 
одинаковое напряжение магнитного поля. Выбор значения телесного 
угла ограничен только требованием, чтобы линейный интеграл от на- 
пряжения магнитного поля, взятый по пути РО, был равен А! (8, — 9} 
и чтобы @ изменялось непрерывно на пути РО. Кривая РО не должна 
поэтому пересекать двойного магнитного слоя. 

Весьма важно, что магнитное действие контура, по которому про- 
текает ток, можно рассматривать как сумму действий отдельных эле- 
ментов тока. Такое разложение может быть произведено различными 
способами. ь 

В связи с этим диференциальный закон не может быть определен 
однозначно. Одним из простейших таких законов является закон Био 
и Савара. , 

Чтобы найти этот закон, рассмотрим составляющую напряже- 
ния поля по произвольному направлению # в произвольной точке Р 


поля. Составляющая эта равна — _›‚. Чтобы вычислить эту производ- 


9 
ную, мы можем поступить двояко: можно переместить точку Р на 
расстояние 0 и найти в смещенной точке новое значение И, которое 
мы обозначим буквой У’, но можно, не двигая 
Р Р, переместить весь контур с током на расстоя- 
ние — 6 и найти У’ для смещенного провод- 
ника в неподвижной точке Р. В этом случёе мы 
получим: 
и —И— (9 — 95). 


Это выражение дает работу перемещения еди- 
ничного полюса при его перемещении в маг- 
нитном поле тока на расстояние 04. , 

Мы придем к закону Био и Савара, если 
разложим общее изменение потенциала А на 
изменения, вызываемые отдельными элементами 
тока. 

Пусть а6 — такой элемент (фиг. 7), взятый 

. по направлению тока. Пусть, далее, при ука- 
занном перемещении, элемент этот смещается в положение а'6’, при- 
чем аа’ — — 0й. 

Представим себе ток силы Г, текущий по периметру параллелограм- 
ма баа'Б' в направлении, указываемом последовательностью букв. По- 
ступив таким же образом с другими элементарными параллелограммами, 
мы убедимся, что все эти токи совместно с ранее протекавшим по 
несмещенному контуру током { дают новый ток, протекающий по сме- 
щенному контуру. Ввиду этого изменение потенциала ИУ — И", вызыва- 
емое смещением элемента тока аб, может быть представлено как потен- 

иал тока баа'ь В ‘точеа А ПШоннар ва анна эр жет НОЛеОННЛ: 
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величину этого изменения равной произведению А на телесный угол 
Р.6атв’. Эту величину можно представить в виде 


м 
ее: о 
РА. В]. 
где векторы А = 4’, В=аб и С==аР. Произведение ([А.В].С) равно 


объему параллелепипеда, построенного на этих векторах, а произведе- 
1 

ние его на = дает величину телесного угла, под которым из Р видна 
й 


площадка 68'а’'а. В смысле знака ([А.В]-С) положительно, если Р рас- 
положена с положительной стороны площадки, определяемой направле- 
нием обхода по контуру 26'о’а. 

Найденное выражение можно преобразовать следующим образом: 
[см. равенство (9) Введения]: 


7-4 
3 (А.[В-С]}. 


При таком написании непосредственно видно, что магнитное ‘дей- 
ствие данного замкнутого тока можно считать состоящим из действий 
отдельных элементов а, каждый из которых вызывает напряжение ма- 


гнитного поля, даваемое выражением: 
м 
— В.С]. 
5 [В-С] 


При перемещении на аа'— А единичного магнитного полюса работа 
этого поля выразится вышеприведенным выражением. 

Для напряженности магнитного поля мы можем также написать 
выражение: : 


р |4 — (4) 
я 


в котором г, рассматривается как единичный вектор, имеющий направ- 
ление аР от элемента тока в рассматриваемую точку Р. По абсолют- 
ной величине напряженность магнитного поля равняется 
Е зш ф 45 
72 


й 


где ф обозначает угол между элементом тока и аР. Направление этого 
вектора соответствует повороту от направления тока к вектору аР. 

Рассмотрим теперь подробнее значения, которые принимает линей- 
ный интеграл от напряженности магнитного поля электрического тока. 
При этом мы будем различать такие замкнутые пути интегрирования, 
которые не охватывают контура тока, и такие, которые его охватывают. 
При подсчете значения интегралов. по первым путям мы можем заме- 
нить ток эквивалентным двойным магнитным слоем, не пересекающимся 
с путем интегрирования и эквивалентным поэтому току на всем пути 
интегрирования. В этом случае значение линейного интеграла равно 
нулю, так как после обхода по замкнутому пути, телесный угол ® при» 
нимает опять начальное значение. 


46 ВЕКТОРЫ ЭЛЕКТРОМАРНИТНОГО ПОЛЯ 


Рассмотрим теперь интеграл по замкнутому пути, охватывающему 
контур тока. Проведем эквивалентный Току двойной магнитный слой, 
который в этом случае будет пересекаться с путем интегрирования. 
Пусть А и А! две точки на этом пути, расположенные весьма близко’ 
по обе стороны двойного магнитного слоя, и ДА’ пусть совпадает 
с направлением интегрирования. Рассматриваемый интеграл, распростра- 

А 


ненный по замкнутому пути, лишь весьма мало отличается от |на. 
. я, 
За исключением весьма малого элемента АА! для всех точек пути инте- 
грирования между А’ и А двойной магнитный слой дает правильные 
значения Н. Разность между этим интегралом и искомым равна. инте- 
гралу, распространенному по отрезку АА’, проходящему внутри слоя, 
и может быть сделана произвольно малой путем надлежащего умень- 
шения отрезка АА". Это следует из того, что создаваемое током магнит- 
ное поле конечно и в этих точках ввиду Того, ЧТо эквивалентный 
магнитный двойной слой может быть проведен через любую точку поля. 
Поэтому мы можем написать: 


. А А. 
нак [пе | = Уд, — ИА- 
А! А! 


Знак интеграла изменяется при изменении направления интегриро- 
вания по контуру. Мы примем, что направление от А к А' соответ- 
: ствует направлению тока. Согласно 

у вышеизложенному 


Ул — ИУд= (Ол, — д). 


Легко убедиться, что если в точке 
А! телесный угол имеет некоторое 


положительное значение %, то зна- 


чение его в точке А будет ® —4т. 
В случае, изображенном на фиг. 8 


Фиг. 8. (плоский контур тока и плоский 
ДРОЙНОЙ СЛОЙ), начальное и конеч- 
ное значения телесного угла равны соответственно -{ 2" и — 2п. Окон- 


чательно таким образом мы получаем: 
| прав ать (5) 


$ 4. Вывод первого уравнения Максвелла. До сих пор мы рассма- 
тривали только линейные токи. Если ток распределен пространственно 
(что, конечно, только и соответствует действительности), то мы можем 
подразделить его на трубки (нити) тока. Магнитное поле такого тока 
в точке, расположенной вне обтекаемого током пространства, мы найдем 
тогда как суперпозицию полей отдельных нитей тока. Так как каждая 
трубка тока замкнута, то-’ее магнитное поле может быть вычислено, 


Вывод ПЕРВОГО УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 47 


как выше указано. Для точек же, расположенных внутри обтекаемого 
током пространства, выведенные выше законы неприменимы. 

Чтобы рассмотреть и эти случаи, нам необходимо прелварительно 
представить полученные выше результаты в несколько другой форме. 
Магнитное поле линейного тока в точке Р (х, у, г), лежащей вне тока, 
может быть вычислено при помощи закона Био и Савара. Пользуясь 
этим законом, мы можем написать выражения составляющих по осям 
напряжения магнитного поля порознь для каждого элемента тока, а 
затем подсчитать составляющие искомого вектора при помощи инте- 
грала по всему контуру тока. Обозначив координаты некоторой точки 
элемента длины 4$, буквами х,, У;, 21, а составляющие 4$, через 
ах, ау, 42, мы получим согласно (4) (индексы при координатах 
поставлены для. отличия от величин, относящихся к точке Р, в кото- 
рой мы вычисляем магнитный вектор): 


н.в. | (5 о 


73 73 


х—х 2—2 
ны. (=, = 1—4: — :) з 

р у—у х—х 
н,—м. (45 И ев 


Введем теперь вспомогательный вектор Е, компоненты которого 


равны: 
Га а 
к, | 28, ван 4, в | 48. (6') 


Вектор этот носит название векторпотенциала. Мы получим 
тогда для Н: 


НТО Е. (7) 


Перейдем теперь к токам, заполняющим некоторый объем, и огра- 
ничимся сначала определением напряженности вызываемого ими магнит- 
ного поля в точках, лежащих вне заполненного токами объема. Для 
каждой трубки тока, которую мы будем отмечать индексом у, мы мо- 
жем вычислить вектор потенциала Е,. Написав равенства (7) для всех 
нитей и просуммировав, мы получим для всего тока аналогичное ра- 
венство, в котором Е = ХЕ, , где суммирование распространено на все 
нити тока. В уравнениях для компонент Е, мы выразим силы токов а 
протекающих по отдельным трубкам через плотность С тока. 
Если ю, обозначает сечение трубки тока, то величнна вектора плотности 
С Введя еще углы @, В, |, образуемые элементом 45; 


ыы 
(или вектором С) с осями координат, мы получим: 
[ @ 
рев ах | бб 
Й 


й 
и аналогичные выражения для другнх составляющих, 
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В этом равенстве интеграция распространяется на отдельные эле- 
менты каждой трубки тока, а суммирование на все трубки. 

Очевидно, тот же результат может быть получен и непосредственным 
интегрированием по пространству, занятому током, причем (®.45.) ==85) 
обозначает элемент объема интегрирования. Интеграция может быть 
при этом распространена и по всему объему поля, так как элементы, 
в которых не протекают токи, ничего не прибавляют к значению инте- 
грала, потому что в них С=0. 

° Таким образом мы получаем: 


г, в С 
И 5 45, Е, =. 9$] (6) 


И ОПЯТЬ попрежнему 
Н— 1:01 Е. (7) 


Отсюда следует, что ШУН ==0, т. е. что вычисляемый, таким обра- 
зом, вектор напряженности магнитного поля соленоилален. 

Чтобы вычислить линейный интеграл от этого вектора, найдем сна- 
чала гоЁН. Мы получаем: 


зН, т Е, В. | 92, Га, ЭР, 92, 
о а ТГ 9)’ 


но вне пространства, занятого током: 


Ай. —4.| с 4$, =0 


э [1 э [1 э [1 
МУЕ = А. т '.С ыы 
` мы # о. 
—в. [2 ме Мс 1 
| 9х \г оаьх д: \ г 


1 Г 
=— ‚сана. | Тамсав, ты 


‚ При этом, если объемный интеграл распространен на объем, обте- 
каемый током, то поверхностный интеграл, полученный из объемного 
при помощи тебремы Гаусса, должен быть распространен по поверхно- 
сти, ограничивающей содержащий токи объем (поверхность проводни- 
ков). На такой поверхности необходимо в — 0 Последнее слагаемое 
также исчезает, так как ФуС==0. Поэтому мы получаем, что ИуЕ =0. 
Это доказательство легко обобщить для случая, когда в обтекаемом 
током объеме имеются поверхности разрыва непрерывности вектора С. 


* При образовании @1\ от Е надо иметь в виду, что плотность тока С не 


зависит от координат х, у, 2 ТОЧКИ Р, которая по условию находится вне объема, 
обтекаемого токами. /Трим. перев. 


Вывот ПЕРВОГО УрАВНения Максвееллл 49 


Для этого достаточно выполнить вышеуказанные преобразования Для 
частей объема, ограниченных этими поверхностями разрыва, и принять 
во внимание, что на них @. остается непрерывной. 

Таким образом мы получаем: 


ам, ЭН, 
ру т: 

и аналогично для остальных составляющих: , 
о — 
ео м — 

и 
о 9%. 
эх у 

или 

ТОН =0. 


Отсюда опять следует, что линейный интеграл от напряженности 
магнитного поля, взятый по контуру поверхности, целиком расположен- 
ной вне токов, равен нулю. 

Внутри обтекаемого током объема, где вектор С отличен от нуля, 
мы определим вектор Н аналогичным образом и б дем называть его 
напряженностью магнитного поля. Сначала мы исследуем свойства этого 
вектора, а затем посмотрим, какое физическое значение следует ему 
приписать. , 

Из соображений, приведенных в $ 9 Введения, следует, что и в этом 
случае компоненты Е вполне определяются равенствами (6) и как сами 
компоненты, так и их первые производные являются непрерывными и 
конечными функциями. Вторые их производные также являются конеч- 
ными функциями. 

Далее, остается в силе равенство ШУН-=0, следующее непосрел- 
ственно из Н==гоёЕ, независимо от особых свойств, которыми обла- 
дает вектор Е. Попрежнему остается верным соотношение: 


эН, ЭН, № 
2 ег РВ, ЧР ит. Л. 
Из равенства (35) $ 10 Введения следует далее, что 
УЕ ==0, 
но | 
АЙ, == ИПС. 
Таким образом 
9Н, \ 
Е Е Е 
у ея ААС | 
О МА 
= — к = 4т#С,, | (8) 
9/7 3Н | 
у х 
—-—-_^ ==41А 
И 


4 Лоретц, Теория электрочагиитного поля. 
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или 
ТОН = 4тАС. (8') 


Это соотношение остается в силе во всем пространстве, так как 
в точке, через которую токи не протекают, оно переходит в ранее 
найленное соотношение тоЁН ==0. 

Уравнение (8') и есть первое максвелловское уравнение. Мы будем 
его в дальнейшем считать всегда выполняющимся. Оба найденные 
свойства вектора Н могут быть также выражены следующими равен- 
ствами: 

[Н,аа-=0 


* 


для любой замкнутой поверхности и 


[н,45==4т | С. 45 ? 


® 


где первый интеграл взят по любой замкнутой кривой, а второй — по 
любой поверхности, опирающейся на эту кривую. Отсюда, далее, сле- 
дует, что для любой замкнутой поверхности 

* 


| с.аа=0. 


Если вектор С задан для любой точки поля, то этим однозначно 
определяется повсюду и вектор Н (см. 5 8 Введения). 

Теперь нам необходимо исследовать, какое физическое значе гие 
имеет введенный нами вектор Н. Для этого подсчитаем силу, действую- 
‘щую в поле вектора Н на единичный северный полюс. Для этого еди- 
ничный полюс должен быть помещен внутрь полости проводника, при- 
чем полость эта должна окружать точку, для которой мы вычисляем Н. 
Строго говоря, сила эта не равна напряженности магнитного поля, вы- 
зываемого рассматриваемым током, так как при образовании полости 
распределение тока исказится. Можно, однако, доказать, что наблю- 
даемая сила приближается к пределу, равному значению вектора Н при 
неограниченном уменьшении размеров полости, притом независимо от 
того, как было первоначально искажено распределение тока. 

Обозначим действительную величину силы, действующей в полости 
на единичный полюс, буквой Н'. Нужно доказать, что 


ниН,=Н,. 


ЕР. есть компонента напряжения магнитного поля в пространстве, в ко 
тором не течет ток. Поэтому 


и 
;е ду 92 


где 


: Вывод ПЕРВОГО УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 51 
ит. д., С' обозначает вектор плотности электрического тока, изме- 
ненный благодаря введению полости. Интеграл должен быть распро- 
странен по всему объему вне полости. Так как, с другой стороны, 


ыы Е, 9Е 
- "Уи 
и т. д., то нам остается доказать, что 
мы 9. 
Пн — = — 
ду ду 
ИГ. д эЕ" 
Образуем, с одной стороны, производную —, для чего вычисляем 
интегралы у 
95 
к. | с 
Ей 


для двух бесконечно близких точек, исключая каждый раз полость из 
объема интегрирования. С другой стороны, по определению мы получим 


фе 


для двух близких точек, исключая при каждой интеграции объем ма- 
ленькой сферы, окружающей соответствующую точку, и перейдем к пре- 
делу при неограниченном уменьшении этих сфер. По приведенным 
в математическом введении соображениям указанные различия в объеме 
интегрирования не имеют влияния на результат. Далее, можно принять, 
что бесконечно малая полость не изменяет заметным образом значения 
плотности тока в точках, находящихся на конечном от нее расстоянии. 
Разность между ^ 


а, 
Е если вычислим значения 


} 
и 


равна 
ит 


Вследствие быстрого уменьшения 9 — С, с расстоянием от точки, 
для которой определяются производные, только ближайшие к полости 
элементы объема интегрирования прибавляют заметные величины к зна- 
чению этого интеграла. Допустим, что при заданной величине полости 
окружающее ее пространство разделено некоторым образом на эле- 
менты объема. Представим себе, далее, что все размеры уменьшены 
я р раз. При таком всестороннем сжатии каждый элемент сбъема ста- 
новится меньше в |3 раз и приближается в р раз ближе к центру. 
4 ® 
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Допустим, кроме того, что искажение Г. остается Постоянным. 
Тогда каждый элемент интеграла, а следовательно, и весь интеграл, 
становится в р раз меньше и с безграничным увеличением р прибли- 
жается к значению нуль. Таким образом, действительно, 

эй,  9Р. 


ит д», откуда и следует вышеуказанная теорема. 

$5. Намагничивающиеся срелы. Совершенно точно вышеуказанные 
выводы приложимы только к вакууму. Для воздуха и большинства 
других сред они также выполняются с большой точностью. Но для 
таких веществ, как железо, и в несколько меньшей степени для ряда 
других веществ, как, например, никель и кобальт, дело ‘обстоит совер- 
шенно иначе. Если эти вещества подвергаются действию магнитного 
поля, то они сами намагничиваются. Магнитное действие таких намаг- 
ниченных сред мы можем описать, приняв, что в каждом элементе их 
объема появляются положительные и отрицательные магнитные массы М 
образующие северный и южный полюса. При этом в каждом конеч 
ном элементе объема алгебраическая сумма этих масс равна нулю 
Уи—=0. Мы будем считать, что это соотношение остается в силе и 
для физически бесконечно малых элементов объема. Подсчитывая по- 
тенциал, создаваемый магнитными полюсами такого элемента объема 


в произвольной внешней точке, мы получим ХХ . ‚ где Х обозначает 


уже ранее введенный коэфициент. Введем новую координатную систему 
‚с осями, параллельными прежним, и началом, совпалающим с некото- 
рой точкой рассматриваемого элемента объема. Обозначим новые ко- 
ординаты точек элемента объема через х, у, 2, а расстояние этой 
точки от точки Р, для которой подсчитывается потенциал, через 7. 
Далее, расстояние точки Рот нового начала координат пусть будет %, 


тогда: 
1 1 9 1 9 1 9 1 
р. р ВЕ 
г р -. хм (=) +.-- 


о ИИ 
где, например, (-- есть значение, принимаемое выражением —, ( 
о, 


в новом начале координат.. При помощи этого разложения мы получим: 


(вы +, [и] 5% 
т ( В т) ит 7 фене 


причем для достаточно малого элемента объема дальнейшими членами 
можно пренебречь. 

Так как Уи ==0, то величины У вх, Уцу, Ув: не зависят от поло- 
жения начала координат внутри элемента объема. Мы можем их рас- 
сматривать как компоненты некоторого вектора, независимого от на- 
правления осей. Чтобы доказать это последнее утверждение, до 
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соказать, что если взять новую ось А,, образующую углы а, В., 1, 

по старыми осями, то Ух, является проекцией нашего вектора на 

новую ось Х. к 
Последнее же утверждение следует непосредственно из тождества: 


У = ыЗе 
Ух, —=Ун(х с05 а, -- ус0$ В, | 260$1,) == 
} 
= с05 а. -Х их - с0$ 3, -Х цу -- 0$, .Хнг. 

Вектор этот мы называем магнитным моментом рассматри- 
ваемого элемента объема. Магнитный момент единицы объема, являю- 
щийся вектором, изменяющимся, вообще говоря, от точки к точке, 
называют обычно намагничением. Мы будем обозначать этот век- 


тор буквой 1. Для потенциала намагниченного тела конечной величины 
мы получим при помощи ур-ния (30) $ 8 Введения выражение: 


авы 1 а им 1 ма 
в (+) ма ее |5 — 


1 8 
—я |1 1, 96. —л | там. ‘ 


Из этого выражения видно, что внешнее действие намагниченного 
тела такое же, как будто поверхность его покрыта магнитными мас- 
сами с поверхностной плотностью, равной /,, а занимаемый им объем 
заполнен объемными магнитными зарядами с (объемной) плотностью, 
равной — 1. 

Чтобы выяснить характер магнитного поля, существующего внутри 
такого намагниченного тела, рассмотрим силу, действующую в ‚произ- 
вольной внутренней точке на помещенный туда единичный магнитный 
полюс. Чтобы измерить эту силу, необходимо вырезать в исследуемом 
месте полость и поместить в нее маленький `магнитик. При этом ока- 
зывается, что получающаяся сила зависит от формы вырезанной поло- 
сти. В связи с этим в этом случае для описания магнитного поля не- 
достаточно одного вектора, а оказывается необходимым ввести два 
вектора, которые мы назовем напряженностью магнитного поля и маг- 
нитной индукцией. Для их определения представим себе полость, вы- 
резанную вокруг точки Р, в которой мы хотим определить поле. На- 
магничение вне полости остается неизмененным. Мы представляем себе 
помещенный внутри такой полости пробный магнитный полюс, Так как 
он находится вне намагниченного вещества, то согласно предыдущему 
действующие на него магнитные силы мы можем считать состоящими 
из трех частей. Во-первых, действия намагниченного вещества, покры- 
того на своей внешней поверхности магнитными зарядами, распреде- 
ленными с поверхностной плотностью /,. Это действие не зависит от 
формы полости. Во-вторых, действия вещества, намагниченного по всему 
его объему с объемной плотностью —- УТ. Так же как для вектора Е 
{см. предыдущий параграф), мы можем доказать, что и это действие не 
зависит от формы полости и приближается к определенному пределу 
при неограниченном ее уменыиении. В-третьих, надо принять еще во 
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внимание лействие поверхностных зарядов, расположенных на внутрен- 
ней поверхности полости. Если мы обозначим через й направление внеш- 
ней к полости нормали, то поверхностная плотность этих последних 
будет —/,. Действие их зависит от формы полости. Можно, однако, 
доказать, что действие это стремится к определенному пределу при 
равномерном стягивании полости к точке Р. Для этого достаточно по- 
казать, что разность сил, проявляющихся в точке Р в случае двух 
подобных по форме полостей, может быть сделана меньше произволь- 
ного, наперед заданного числа, если размер каждой из обеих полостей 
остается меньше некоторой величины. При этих условиях и в предполо- 
жении, что вблизи точки Р 1 постоянно, сравним силы, которые вызывают 
в точке Р поверхностные заряды, расположенные на рассматриваемых 
подобных полостях. Проведем через Р произвольный элементарный ко- 
нус и рассмотрим действие магнитных масс, лежащих на вырезаемых 
им элементах поверхностей обеих полостей. Легко видеть, что действия 
эти равны, так как величина магнитных масс пропорциональна выре- 
занным конусом площадям, т. е. пропорциональна квадратам расстоя- 
ний от Р, силы же (по закону Кулона) изменяются обратно пропор- 
ционально квадрату расстояния. Отсюда непосредственно следует истин- 
ность вышеприведенного утверждения. 

Рассмотрим подробнее два частных случая. В обоих случаях по- 
лость пусть имеет цилиндрическую форму с точкой Р в середине. Ось 
цилиндра пусть в обоих случаях совпадает с направлением намагниче- 
ния, но в первом случае пусть основания цилиндра бесконечно малы 
по сравнению с боковой поверхностью (весьма вытянутый цилиндр), а 
во втором, наоборот, площади оснований бесконечно велики ‘мо сра- 
внению с боковой поверхностью (весьма низкий цилиндр). При полости 
первой формы действие магнитных масс, расположенных на внутренней 
поверхности полости, на магнитный полюс, помещенный в точке 1 
равно нулю. Действительно, боковая поверхность цилиндра не оказы- 
вает никакого действия, так как для нее /„==0. Действие же основа- 
ний цилиндра, направленное, очевидно, вдоль оси, можно вычислить 
при помощи следующих соображений: как известно, напряженность маг- 


т 
нитного поля, создаваемого полюсом т на расстоянии г, равна о 
Г. 


Если по ограниченной плоской поверхности равномерно распределен 
магнетизм с поверхностной плотностью @&, то нормальная составляющая 
напряженности магнитного поля в произвольной точке Р’ (считаемая 
положительной в направлении от плоскости) будет пропорциональна 
1.ю, где ® обозначает телесный угол, под которым из точки Р видна 
намагниченная поверхность. 

На том основании цилиндрической полости, где вектор 1 выходит 
из полости, значение поверхностной плотности имеет значение — Г, а 
на противоположном основании —- Г, Искомая напряженность магнит- 
ного поля имеет поэтому направление 1 и равна Д/(®9,--%5), где 
и ®, обозначают телесные углы, под которыми видны из точки Р’ осно- 
вания цилиндра. Если высота цилиндра бесконечно велика по сравне- 
нию с диаметрами оснований, то оба эти угла равны нулю, Силу, 
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действующую в такой полости ‘на единичный северный полюс, или, 
точнее говоря, предел, к которому стремится эта сила при безгранич- 
ном уменьшении объема такой полости, мы будем называть напряжен- 
ностью магнитного поля в намагниченном теле и будем также обозна- 
чать буквой Н. Позднее мы исследуем, в какой мере свойства нашего 
прежнего вектора Н остаются в силе и в этом случае. 

$6. Магнитная индукция, Рассмотрим теперь второй частный случай, 
т. е. полость, имеющую форму бесконечно низкого цилиндра. Цилин- 
дрическая поверхность и в этом случае не оказывает никакого дей- 
ствия. Оба основания вызывают поле Д1-(®, -- ®.), и так как высота 
цилиндра бесконечно мала по сравнению с размерами оснований, то 
мы получаем для этого поля выражение 4пД-Т. Предел, к которому 
приближается сила, действующая на единичный северный полюс, 
помещенный в полости такой формы при беспредельном уменьшении 
объема полости, мы будем называть магнитной индукцией и 
обозначать буквой В. 

Таким образом в любой точке 


В=Н-Е 41/1. `(9) 


В точках, расположенных вне намагниченных тел, 1==0 и, следо- 
вательно, В =Н. В таких точках оба эти вектора имеют вышеизло- 
женные свойства. При наличии же в поле намагничивающихся сред, 
для описания магнитных свойств поля внутри таких сред, необходимы 
оба вектора Н и В. Мы увидим, что изученные нами ранее свойства 
поля распределятся теперь между обоими этими векторами. 

Вектор Н является теперь равнодействующей напряжения магнит- 
ного поля, которое существовало до возникновения намагничения по- 
мещенных в поле тел и напряжения дополнительного магнитного поля, 
вызванного поверхностными и объемными магнитными массами, возник- 
шими благодаря намагничению. Так как все эти составляющие поля 
являются потенциальными полями, то мы можем считать и результи- 
рующее поле потенциальным и положить: 


ори 
т Зи‘ 


Вне намагниченных тел АУ =0, следовательно, Чу Н==0. Внутри 
же намагниченного тела мы получаем согласно теории потенциала 
АУ — 45 №1. з 

(Это следует из того, что расположенные на поверхности указаг 
ной в предыдущем параграфе полости магнитные массы не оказывают 
на Н никакого влияния, а следовательно, единственное отличие по 
сравнению с внешними точками вызывается объемными зарядами, рас- 
пределенными с объемной плотностью, равной — 411.) Из последнего 
равенства следует: 


ЧУН == 4пД 41, (10) 


т. е, вектор Н в этом случае не является соленоидальным, 
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На поверхиостях разрывов непрерывности имеют место тоже другие 
условия. Правда, из вышеизложенного следует, что потенциал всегда 
непрерывен и что тангенциальные составляющие Н остаются непрерывными 
и на поверхностях разрыва, но для нормальных составляющих находим: 


пи и ати 
= Ал Г. 
97 } 97 р ап 


В более общем случае соприкосновения двух различных намагничива- 
ющихся сред мы получим: 


ди 9и 
(6) (99а, (и) 
И . 

Первое уравнение Максвелла остается в разбираемом случае без 
изменения. 

По отношению к вектору В очень легко показать, что он всегда 
соленоидален. Для точек, лежащих вне намагниченных тел, это следует 
из предыдущего, так как в таких точках В совпадает с Н. Внутри же 
намагниченных тел из (9) и (10) получается: 


ЯВ = @УН -1 4 ам 1=0. (12) 
Далее, для поверхностей разрывов непрерывности имеем: 
(В), — (В)и==(НЫ + 4 (Г); — (Ни — "Ар. (12) 


Отсюда следует, что лля любой замкнутой поверхноети 


Г 


|, ав =0. (12”) 


Из двух уравнений, которые необходимы для определения вектора в сво- 
бодном эфире, теперь выполняется только одно, второе же служит для 
определения вектора В. Поэтому ни один из этих векторов не определен 
пока полностью. Между этими величинами должно существовать соот- 
ношение, характер которого надо найти экспериментально. Для слабых 
магнитных полей намагничение оказывается пропорциональным напря- 
женности намагничивающего поля. Поэтому мы полагаем: 


{—.Н. (13) 


В качестве уравнения между векторами это равенство показывает 
тАкже, что векторы ТГ и Н одинаково направлены. Величина * носит 
название магнитной восприимчивости. Для ферромагнитных (же- 
лезо, никель, кобальт) и парамагнитных (например: кислород, хром, 
марганец) веществ магнитная восприимчивость положительна, а для 
диамагнитных веществ (каковы висмут и в малой степени, например, 
вода) она отрицательна. 

Так как в изложенной теории на первом плане стоят векторы Н 
и В, то для дальнейшего проще ввести соотношение непосредственно 
между ними. Из (13) при помощи (9) мы получаем: 
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где 
ва 4, 


Коэфициент д называется магнитной проницаемостью и 
согласно предыдущему для пара- и ферромагнитных веществ имеет зна- 
чения больше единицы, а для диамагнитных -- меньше единицы. Число- 
вое его значение в общем случае лишь немного отличается от единицы, 
только для ферромагнетиков его значение много больше. 

Для анизотропных веществ соотношение несколько сложнее: 


В, = ниН,- щ2Н, + №зН» \ 
В,= вЫ, Е №, т ЗН» (15) 
В. = на, Г РН, + в»зН | 


причем имеют место соотношения: 
= Мы, Ма Из оз зо. 


При этом всегда возможно так повернуть систему координат, что 
равенства эти упрощаются и принимают вид: 


Е В,=.Н),, о. (15') 


Условием применимости всех этих соотношений является достаточ- 
ная малость напряженности магнитного поля. В сильных полях могут 
наступать осложнения. В этом случае при данной напряженности маг- 
нитного поля соответствующая ей индукция не может быть указана од- 
нозначно. Получающаяся индукция зависит от механической термической 
обработки вещества и от величины магнитных полей, действию которых 
оно подвергалось ранее. Эти явления можно сравнить с явлениями по- 
следействия ‘в твердых телах, подвергшихся деформации, их называют 
магнитным гистерезисом. Сюда относится также остаточный 
магнетизм, сильнее всего проявляющийся в постоянных стальных маг- 
нитах. Для всех этих случаев простое соотношение {14), вообще го- 
воря, уже не имеет места. Только в случае постоянных магнитов можно 
с некоторым приближением положить 1==50181. 

$ 7. Напряженность электрического поля, Перейдем теперь к рассмо- 
трению второго уравнения Максвелла, относящегося к электрическому 
вектору, который мы будем ниже всегда обозначать буквой Е. Опыт 
показывает, что на маленькое заряженное тело, помещенное в любой 
точке электрического поля, действует сила, пропорциональная его за- 
ряду. Ограничимся вначале рассмотрением свободного эфира {с большим 
приближением это относится и к воздуху). Силу, отнесенную к единице 
заряда такого пробного тела, мы будем называть напряженностью 
электрического поля в данной точке. В дальнейшем мы будем 
говорить о напряженности электрического поля не только в свободном 
эфире или в воздухе, но и в точках, лежащих внутри различных тел, 
например, внутри проводников. Для определения этой величины мы 
будем себе представлять полость, вырезанную внутри тела вокруг точки, 
в которой мы хотим измерить напряженность поля. Измеряя силу, дей- 
ствующую в такой полости на пробное тело, мы можем ВЫЧИСЛИТЬ 


О ОСД ОО ООО ООС ВОО Е И ИИ ИИИИИАИЕЕИК 
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напряженность электрического поля. При этом возникают те же труд- 
ности, что и при определении напряжения магнитного поля -внутри 
намагничивающихся сред. Допустим пока, что мы преодолели эти труд- 
ности и умеем в любой точке любой среды найти значение вектора, 
соответствующее напряженности электрического поля в эфире. Вектор 
этот мы будем называть также электрическим вектором, 

Состояние среды, вызывающее электрическое поле, является также 
причиной другого явления. Если такое состояние имеет место в про- 
воднике, то силы, проявляющиеся на заряженном пробном шарике, 
действуют и на находящиеся в проводнике заряды. Благодаря этому 
в проводнике возникает электрический ток. Исследование этого явления 4 
показало, что в изотропных проводниках направления линии тока со- | 
впадают с линиями электрического поля, а плотность тока пропорци- 
ональна вектору напряженности поля. Эта зависимость выражается век- 
торным равенством: 

м . (16) 
0 . 
где коэфициент 0, имеющий различные значения для разных веществ, 
носит название удельного сопротивления вещества. 

$ 8. Диэлектрическое смещение. Теперь мы обратимся к более деталь- 
ному рассмотрению электрических явлений в диэлектриках. Смещение 
зарядов (связанных в молекулах диэлектрика) вызывает возникновение 
квазиупругой силы. Поэтому под действием заданного внешнего. поля 
через сечение каждой силовой трубки будет смещено определенное 
количество (связанного) заряда, при котором установится равновесие 
между смещающей внешней силой и квазиупругой силой диэлектриче- 
ского напряжения. При этом ток смешения прекращается, и электри- 
ческое состояния диэлектрика может быть вполне. определено указанием 
количества электричества, протекшего в каждой точке через помещен- 
ный в этой точке элемент поверхности. Чтобы вызвать продолжение 
течения тока смещения, необходимо усилить напряженность внешнего 
электрического поля. Простой пример такого движения электричества 
мы находим в уже напоминавшемся случае заряжения проводника. В то 
время как по проводнику протекает заряжающий его ток проводимости, 

. в окружающем диэлектрике текут токи смещения. При этом ‘в течении 
этого процесса как заряд проводника, так и напряженность окружаю- 
щего его электрического поля непрерывно возрастают. 

Для описания электрического состояния в данный момент времени мы 
введем в каждой точке вектор, определенный следующим образом. Со- 
ставляющая этого вектора, взятая в любом направлении, равняется пол- 
ному зарязу, протекшему в этой точке через элемент поверхности, пло- 
щадь которого равна единице и который расположен в данной точке 
перпендик лярно к данному направлению. Этот вектор мы будем обо- 
значать буквой О и называть диэлектрическим смещением. 
Обозначая диференцирование по времени точкой, поставленной над 0боз- 
начающей вектор буквой, мы получим следующее векторное уравнение: 


0-6} (17) 
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В стационарном состоянии О —0, следовательно, и С =0. Из этого 
определения следует, что диэлектрическое смещение, подобно току, 
соленоидально. Поэтому для любой замкнутой поверхности, расположен- 


ной целиком в диэлектрике, [2.42=0, или, что то же, Шур ==0, и 


на поверхностях разрыва непрерывности (0,), = (Бу. 
- Связь напряженности электрического поля с диэлектрическим сме- 
щением получается из опыта в виде 


р —= Е. (18) 


Величина г получила название диэлектрической постоянной 
и является характерной для каждой среды величиной. Для анизотропных 
сред вместо (18) мы находим более сложную зависимость: 


Э,=а. В, | В, а, В., 
Ву= 1 ь В, Е., (18) 
В, ==; В, + 22, ез Е», 
причем 
12-1, @13==2:;1, 8.3 = 83. 


При помощи подходящего выбора координатных осей эта система 
равенств может быть приведена к следующему более простому виду: 
Е, В,==Е,, Ен 

$ 9. Второе уравнение Максвелла. В пространстве, окружающем 
забяженную материальную точку, напряженность электрического поля 
определяется законом Кулона и является вектором потенциальным. По- 
этому линейный интеграл от электрического вектора, взятый в таком 
поле по любой замкнутой кривой, обращается в нуль: 


[Е —0, (19) 


Это соотношение выполняется и в пространстве, окружающем замк- 
нутый проводник, по которому протекает постоянный ток. Рассмотрим, 
какие значения принимает этот интеграл в других случаях. Вопрос этот 
может быть всегда легко разрешен экспериментально, Для этого доста- 
точно представить себе замкнутый линейный проводник, помещенный 
вдоль пути интегрирования. Сила и направление электрического тока, 
возникающего в таком проводнике, будут определяться значением ис- 
следуемого интеграла по контуру. Если Е, имеет вдоль всего провод- 
ника одно и то же направление, которое мы примем за положительное, 
то в проволоке возникнет ток, текущий в том же положительном на- 


правлении |см. уравнение {16)], и [2,4 будет иметь положительное 


значение. Если ВЕ повсюду изменит свое направление, то как ток, так 
и значение интеграла изменят знак на обратный. Если Е; частью по- 
ложительно, частью отрицательно, причем интеграл по контуру обра- 
щается в нуль, то ток в контуре возникнуть не может. Если интеграл 
‚ не исчезает, то всегда появляется ток того же знака, что и значение 
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интеграла. Все эти явления могут быть точнее описаны, если мы воС- 
пользуемся аналогией с течением несжимаемой жидкости по трубе. 


о г * 
Если значение Е 45 постоянно, или, по крайней мере, изменяется так 


медленно, что в течение времени наблюдения может быть рассматрива- 
емо как постоянное, то течение`электричества может быть сравнено со 
стационарным течением жидкости. Мы можем написать уравнение дри- 
жения электричества, выражающее стационарность его движения. 

Обозначая буквой ® поперечное сечение проводника, @ — число 
полвижных единиц заряда в единице объема, р— силу, аналогичную 
гидростатическому давлению в жидкости, и 3 — коэфициент, дающий 
при умножении на скорость течения И силу трения, мы получим: 


а 
Бао 48 — СР 948 — иЗаю 45==0. 
48 
Очевидно, здесь ид = есть сила тока. Интегрируя вдоль всего 
проводника, мы получаем: ‚ 


ремьр 


Множитель № 5$ не зависит от поля и зависит только от свойств 
® 


проводника. Таким образом мы видим, что возникающий в провол- 
нике ток пропорционален линейному интегралу от напряженности поля, 
взятому по контуру тока. 

Как известно, в замкнутом проводнике всегда возникает электриче- 
ский ток, если в окружающем проводник магнитном поле происходят 
какие-либо изменения. Если проводник находится в эфире или в воз- 
духе, то сила возникающего в нем тока подчиняется открытому Фара- 
деем закону электромагнитной индукции, который гласит: сила тока, 
возникающего при индукции, пропорциональна изме- 
нению в единицу времени числа магнитных линий, 
окружаемых контуром тока. Как мы видели, это число линий 
является наглядным представлением величины поверхностного интеграла 
от напряженности магнитного поля, распространенного по поверхности, 
ограниченной контуром тока. Закон этот остается верным и для других 
сред, если вместо напряженности магнитного поля взять 
вектор магнитной индукции. Если мы выберем положительное 
направление обхода по контуру таким образом, чтобы оно соответство- 
вало положительному направлению линии индукции, то сила тока будет 
получаться положительной при уменьшении значения поверхностного 
интеграла от магнитной индукции. 

Как линейный интеграл от напряженности электрического поля, так 
и уменьшение в единицу времени потока магнитной индукции пропор- 
циональны силе тока, поэтому мы получаем: 


а 
Еее —^.. 5 В„ 45, (20) 
причем коэфициент А, не зависит от природы проводника и опреде- 
ляется только выбором единиц, входящих в соотношение (20) величин, 
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Это уравнение носит название второго уравнения Максвелла. Оно 
равносильно следующей системе диференциальных уравнений: 


Е, ЗЕ, ее. К: 
м а. 
Е, 3. эВ, с 
т № о о. 
9 Е евр ‚ В. 
хо В, 

или ТЕ — — В. (21') 


$ 10. Электродвижущая сила. До сих пор мы не разобрали вполне 
еще одной проблемы, которая может иметь важное значение в замкну- 
тых электрических цепях. Опыт показывает, что в таких цепях может 
возникнуть электрический ток, обусловленный иными причинами, чем 
те электрические силы, которые входят в вышеприведенные уравнения. 
Так, например, ток возникает благодаря химическим взаимодействиям 
или неравномерности температуры и т. п. Все силы, действующие в этих 
случаях на электрические заряды, мы объединим под названием элект- 
родвижущих сил и будем обозначать в точках, где они сущест- 


вуют, вектором Е,. Уравнение (16) необходимо в этом случае обобщить 
следующим образом: 


1 
ше (+в. (22) 
| 

Уравнения (20) и (21) остаются при этом без изменения. Электро- 
движущая сила вызывает такое же движение зарядов, как и вектор 
напряженности электрического поля, но проявляется она только в про- 
водниках и имеет другое происхождение. 

$ 11. Выбор единиц. В полученные уравнения входит еще ряд 
коэфициентов, зависящих от выбора единиц. Теперь нам необходимо вы- 


брать эти единицы. При этом будем исходить из следующих соотношений: 
1. Из закона 


тт, 
ем 


а (23) 
где К обозначает силу взаимодействия двух магнитных полюсов массы 
т, и т,, находящихся на расстоянии г. Это равенство выражает закон 
Кулона для магнитных полюсов. Множитель /, в этом равенстве совна- 
дает с коэфициентом, который мы имели в уравнениях $ Зи би 
в равенствах (9) и (12) главы первой. 


2. Из уравнений (8) и (21), из которых мы выписываем по одному 
из каждой системы: ° 


ЕЙ 9 У 
— ^^ —“4АцЕ 8 
И 

) Е: . И 1 ‚Вы (21) 


у м № 
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3. Из уравнений (17), (18) и (14): 


90 
а, Е Е. 
9 


и 


4. Из выражения закона Кулона для точечных заряженных электри- 
чеством тел: 


р, (24) 


в котором е и е; обозначают заряды, а ’— их взаимное расстояние, 
которое должно быть большим по сравнению с их размерами. К’ обозна- 
чаег силу их взаимодействия. 

Это последнее соотношение может быть выведено из предыдущих. 
Заряд е, подведенный к телу при его заряжении, равняется благодаря 
несжимаемости электричества (это следует из соленоидальности электри- 
ческого тока) количеству электричества, перешедшему в виде тока сме- 
шения в окружающий диэлектрик. При этом через любую замкнутую 
поверхность, окружающую заряженное тело, смешено то же количество 
электричества. Поэтому мы имеем равенство: 


г [2,45 


Если в качестве такой поверхности мы выберем шар большего по 
сравнению с заряженным телом радиуса, центр которого лежит внутри 
заряженного тела, то на всей поверхности такого шара О будет на- 
правлено по радиусу, т. е. по нормали к поверхности, и будет иметь 
постоянную величину. Таким образом мы получим: 


е = 41/2), 
и при помощи соотношения (18) 
е 
— 4те!?` 


Сила, действующая в этом поле на вторую заряженную точку с за- 
рядом е;, находящуюся на расстоянии г от первой, будет 


Сравнивая с (24), мы видим, что 


‚ 1 
?— Цпв. 

Далее, между коэфициентами Г ($ З гл. 1) и Ё ($ Эмм. 1) суще 
ствует соотношение, которое может быть выведено из закона сохра 
нения энергии. Для этого вернемся еше раз ко второму равенству 
приведенному в $9 настоящей главы. Первое слагаемое этого равенства 
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представляет силу, действующую на количество электричества, находя- 
щегося в элементе 45. Умножив эту силу на скорость м, мы получим 
работу этой силы в единицу времени Е, 45. Проинтегрировав это вы- 
ражение по всей цепи тока и принимая во внимание постоянство вдоль 
цепи {, мы получим всю работу, совершаемую электрическими силами 
в единицу времени: 


р | 8.4 


А 
Работа эта должна равняться (выраженному в единицах работы) ко- 
личеству тепла, развивающемуся в цепи в единицу времени. Написав 
третье уравнение (5 9 гл. 1) в форме: 


\ В, 48 = о 
(величина есть омическое сопротивление цепи), мы получим: 
7 |: 4$ =; 


Р выражает, таким образом, количество тепла, развиваемое током 
в единицу времени (закон Джоуля). Если в цепи имеются и электро- 
движущие силы, то мы должны написать: 


| Ев- [1.45 = 2. 


Второй член левой, части представляет при этом работу электро- 
движущих сил. 

Рассмотрим теперь следующий опыт. Пусть в конечной величины 
контуре | действуют постоянной величины электродвижущие силы Е,, 
которые при отсутствии других вызывающих ток причин поддерживают 
в контуре ток { постоянной силы. В некоторой точке создаваемого 
этим током магнитного поля Н мы помещаем замкнутую плоскую ка- 
тушку 2 настолько малых размеров, чтобы по всему ее сечению поле 
можно было считать равномерным. Выберем вдоль цепи 2 положитель- 
ное направление обхода, а следовательно, и положительное направле- 
ние нормали к поверхности п. Пусть катушка 2 может вращаться 
вокруг оси, перпендикулярной к Н. При таком вращении угол $, обра- 
зованный п и Н, будет принимать всевозможные значения. Положим, 
что при помощи какого-либо механизма мы заставляем катушку совер- 
шать произвольное периодическое вращение вокруг, вышеуказанной оси. 
При этом в катушке 2 будут индуктироваться (переменные) токи, кс- 
торые будут оказывать обратное действие (реакцию) на цепь 1. До- 
пустим, кроме того, что сила тока в 1, несмотря на эту реакцию, 
остается постоянной, благодаря действию добавочных электродвижущих 
сил Е„, соответственным образом подобранных (действующих сверх по- 
стоянных электродвижущих сил Е \. 

Из закона сохранения энергии следует, что в любой элемент вре- 
мени работа внешних сил, т. е. сумма работ электродвижущих сил и 
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действующих на контур (2) механических сил должна быть равна 
изменению энергии системы. Применим это к целому периоду. Так как 
в конце периода состояние системы то Же, что и в начале, то нам 
нет необходимости учитывать энергию, которая, как мы увидим ниже, 
имеется в занимаемом полем пространстве. Изменения энергии системы 
состоят в этом случае только в выделении тепла в цепях (1) и (2). 
Если Й обозначает силу тока в цепи (2), ш — сопротивление цепи (1 
0! — сопротивление (2), А — работу механических сил, необходимых 
для преодоления сил, действующих в поле на катушку, то мы получим: 


ре 


пе п. а--А-=| па [почь 
«/ ` 


где для сокращения буквами Б, и Е, обозначены значения линейных 
интегралов от Е, и Е», взятых по контуру (1). 

Заметим, что кроме вышеупомянутых механических сил должны дей- 
ствовать еше и другие, а именно те, которые необходимы для сообще- 
ния (2) тех же движений в отсутствии токов. С этими силами мы, 
однако, можем не считаться, так как производимая ими работа превра- 
щается в кинетическую энергию движения катушки. 

Электродвижущие силы Е, должны нейтрализовать индукционные дей- 
ствия в цепи (1). Поэтому должно иметь место равенство [см. уравне- 
ние (20)]: 
ам 


ты 


+ 
гле № обозначает число линий индукции, пронизывающих контур т. 
№, как и все другие переменные величины, изменяется периодически, 


поэтому (в, 4 взятый за целый период, равняется нулю. Так как сила 


тока { постоянна, то второй член в уравнении энергии исчезает. Кроме 
того, первые члены правой и левой ‘частей равны, так как они имеют 
то же значение, которое они имели бы, если бы цепь {2) не двигалась, 
а в этом случае они являлись бы единственными отличными от нуля 
членами уравнения энергии. Отсюда мы заключаем, что: 


‘ А= | о 4 


т. е. развивающаяся в цепи (2) теплота равна работе механических сил. 
Если ® обозначает площадь витка (2), то число пронизывающих ее 
магнитных линий равно 


®Н со$ $, 


а скорость изменения этого числа 


— 0 Нз0$ .3. 
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Поэтому из закона индукции (20) следует: 
и! — А 6/7 318.4, 
что дает для развиваемой за период теплоты выражение: 


К ол | Из 8 49, 


где интеграл должен быть распространен на весь период. 
Чтобы вычислить механические силы, вспомним (см. ‘гл. |, $ 3), что 
катушка (2) действует, как магнит, момент которого равен 


Лой, 


и имеет направление п. Опыт показывает, что, будучи помещен в маг- 
нитное поле, такой виток испытывает такое же действие, как и экви- 
валентный магнит. 9 

Отсюда следует, что внешняя сила, необходимая лля вращения 
витка, является парой сил, момент которой равен 


оНИ $т 4. 
Для величины работы А это дает: 


оН | Изш 8 43.. 


Сравнивая полученные для А и [пн а выражения и приняв во вни- 


мание, что они не могут быть равными нулю, так как в присутствии 
тока # количество выделяющегося тепла положительно, мы заключаем, 
что т. В связи с соотношением //, = ($ 3 гл. 1) это дает: 


ЕДА. 


Это и т искомое соотношение между коэфициентами формул 

(23), (8) и (21). 
‚ мт еше, что формула (23) относится к случаю, когда оба ма- 
гнитных полюса находятся в свободном эфире, и что при выводах 
$ 3 гл. Ги при получении вышеприведенного соотношения ‚между 
коэфициентами мы предполагали, что рассматриваемые токи окру- 
жены свободным эфиром. Подобным же образом в 5 65 мы лопу- 
стили, что вырезанная в намагниченном теле полость заполнена только 
эфиром. 

Мы считаем, что уравнения Максвелла (8) и (21) остаются примени- 
мыми во всех средах при постоянных значениях коэфициентов А; и ^. 
Особенности среды проявляются при этом в том, что в правой части 
(21) входит магнитная индукция В, зависящая в разных телах по раз- 
ному от напряжения магнитного поля, а также в том, что плотность 
тока С, входящая в уравнение (8), по-разному зависит от напряжен- 
ности электрического поля Е (и от электродвижущих сил Е,). В диэлек- 
триках имеют место равенства (17) и (18), в проводниках — (22). 


Лоренц. Тво ия элекгролаглитно ‘о поля, 
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В законе Кулона (24), если заряженные частицы находятся в свободном 
эфире, мы должны согласно вышенайденному значению № написать: 


1 
Л тв, 
где & обозначает диэлектрическую постоянную свободного эфира, 
значение которой зависит от выбора единиц, Напротив, значение 
и согласно тому, как мы ввели эту величину, имеет для свободного 
эфира фиксированное значение и—=1. Это вытекает из того, что 
не имеет смысла вводить понятие о намагничивании эфира, а для 1=0 
согласно (9) В =Н. 

А. Электромагнитные единицы мы получим, если введем 
в (23) в качестве коэфициента { числовую величину нулевой размер- 
ности и положим ее равной 1. Если, далее, мы выберем &—==1, то из 
предыдущего следует, что и & —=1. Этим выбором значений коэфициен- 
тов однозначно определяются все единицы, в ‘которых должны быть 
выражены встречающиеся в уравнениях величины. Во-первых, этим 
определяется единица магнетизма [из (23)] далее, единицы Н и В, так 
как эти величины определены силами, действующими на установленную 
уже единицу магнетизма. Далее, единицы для С и Е определяются 
уравнениями (8) и (21). Определив в каком-либо частном случае чи- 
словое значение С, т. е. количества протекающего в единицу времени 
электричества, мы, очевидно, тем самым устанавливаем единицу электри- 
ческого заряда. В этом случае определяется и числовое значение р, 
после чего из (18) получается значение в, а из него мы найдем коэ- 
фициент №. Значение этого коэфициента мы можем, таким образом, 
получить из опыта, мы обозначим это значение с?, На основании изйо- 
женного можно показать, что с имеет размерность скорости,, и мы 
ниже увидим, что значение с совпадает со скоростью распространения 
света в свободном эфире. 

Б. Электростатические единицы мы получим, если поло- 
жим в (24) / —=1. Благодаря этому числовое значение ее, становится 
больше, чем в предыдущем случае в с* раз. Следовательно, электро- 
статическая единица заряда в с раз меньше электромагнитной, Опре; 
деленная этим электростатическая единица силы тока также в с раз 
меньше электромагнитной. Поэтому численные значения входящих в наши 
равенства векторов изменятся: С будет иметь значение, в с раз боль- 
шее, а Ев с раз меньшее (Е будет в этом случае измеряться силой, 
действующей на единицу заряда, в с раз меньшую). Значение же сме- 
щения О увеличится в с раз. В то время как при электромагнитной 
системе единиц мы имели для свободного эфира 


1 
Б———. Е, 
4тс? 
теперь мы будем иметь я 
р—=--Е. 
4 


Положив в уравнение (8) опять &==1, мы получим, что численное 
значение Н, так же, как и С, увеличится в с раз, т. е. единица магнит- 


. 
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ного полюса в электростатической системе в с раз больше, чем в эле- 
ктромагнитной. Отсюда следует, что Л в (23) получит значение с. Так 
как далее численное значение В увеличится, а Е уменьшится в с раз, то 


Как видим, при 


1 
коэфициент Е должен получить значение Е —-. 
1 1 с2 


этом соотношение А / = опять удовлетворяется. 

В. Можно, далее, определить единицу электрического заряда, а 
вместе с ней и единицы для Е, С и Ю в электрической системе, а еди- 
ницу количества магнетизма и единицы Н и В — в электромагнитной 
системе. Левая часть уравнения (8) остается при этом выраженной 
в электромагнитной системе, но С станет в с раз больше, так что А 


1 1 
получается равным — . Так как 2==|. то и. из 1 ее- 


дует, что &=--. Это — система единиц Герца. 


1 
4п 

Г. В последней системе единиц мы введем еще следующее предло- 
женное Хевизайдом изменение, благодаря которому из уравнения (8) 
и из отношения Е к О выпадает множитель 4п. Благодаря этому урав- 
нения становятся более симметричными, и в них лучше выступают вза- 
имные соотношения между магнитными и электрическими явлениями. 


1 
Мы достигнем этого упрощения, если положим в (23) Е ив (24) 


1 в. 
а Таким образом мы выбираем единицу заряда в У 4т раз мень- 


щую, чем электростатическая, и единицу магнитного полюса в У4т 
‚раз меньшую, чем электромагнитная единица, 


1 
Благодаря этому Аа = и в свободном эфире О==Е. 


$ 12. Сводка основных уравнений. Система уравнений, с которой мы 
будем иметь дело, в дальнейшем получает теперь следующий вид: 


] . 
| Ну | С, (1) 
О - 1 
Во Ее В, ав. (п) 
Значение этих интегралов достаточно ясно после всего выше- 
изложенного: 
— ВН, (ПГ) 
С=Ов диэлектрике, (1) 
==, р \ 
. (У) 


©—== : (Е--Е,) в проводнике. | 


Уравнения (ПЛ) и (\М) должны быть заменены в случае анизотроп- 
ных тел другими, более сложными (см. 6 би 7 гл. 1), и должны быть 


[23 
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рассматриваемы вообще как эмпирические зависимости, приложимые 
только в простых случаях. Для свободного эфира и=Т и #==1. 

Уравнения (1) и 'П) равносильны следующей системе диференциаль- 
ных уравнений: 


А: 
ду 92 Ри | 
И О | 1 
—^- ЗЕ = | 
я т йе “, | или ТОН р С, (1) 
И | 
9х ду Е 
а следовательно, (УС -=0 и 
38. _ 98, _ 1 д 
ду 92 с | 
Е ю% м Е 
га = , ЕВ | 
92 9х Е В, [ м В в 
2 4 
9, Е, 1 В, | 
9х ду 2 } 


и, следовательно, УВ ==0. 
К этим уравнениям должны быть присоединены следующие условия 
для поверхностей разрыва непрерывности: 


(С (С (В) = (Ви ь 
(НО = (Нл (Е); = (Вэн. 


Два верхних уравнения выражают непрерывность нормальных со- 
ставляющих тока и магнитной индукции, следующую непосредственно 
из соленоидального характера этих векторов. Два нижних выражают 
непрерывность тангенциальных составляющих напряженностей электри- 
ческого и магнитного полей. Последние равенства могут быть выведены 
из (Г и (П). Пусть АВ будет произвольная кривая на поверхности раз- 
рыва. Пусть далее 4.4, будет бесконечно малый отрезок прямой, 
перпендикулярной к поверхности, середина которого лежит на АВ. 
Представим себе, что А.А, скользит вдоль АВ, и обозначим буквой с 
поверхность, описанную им при этом движении. Применим к этой 
поверхности интегральные соотношения (Г) и (П) и перейдем к пределу, 
предполагая, что длина 4. А, уменьшается до нуля. Если рассматривае- 
мые электромагнитные величины остаются конечными и на поверхности 
разрыва непрерывности, то как в (Г), так и во (П) правые части урав- 
нений обращаются в пределе в нули. Равным образом исчезают-и части 
линейных интегралов левых частей (Г) и (П}, относящиеся” к отрезкам 
АА. и А.А. Отсюда следует, что линейные интегралы от векторов 
Н и Е, взятые по линиям, описанным движением точек А, и А,, 
равны, что и доказывает непрерывность тангенциальных составляю- 
щих Ни Е. 
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Если не все электромагнитные величины остаются на поверхности 
разрыва конечными, то мы получим другие результаты. Пусть ток ко- 
нечной силы протекает по тонкому лентообразному проводнику, и мы 
представим себе, что толщина этого проводника уменьшается до нуля, 
сила же тока остается постоянной. Таким образом мы приходим к по- 
нятию (фиктивного) поверхностного тока, для которого С беско- 
нечно велико. Легко видеть, чему в этом случае будет равна разность тан- 
генциальных составляющих Н, по обе стороны от поверхностного тока. 

После того как мы выбрали систему единиц, которой и будем при- 
держиваться в дальнейшем, мы обратим еще внимание на следующее. 
В нашей системе сила взаимодействия двух (находящихся в эфире) 


7 


т р. 
магнитных полюсов равняется Дея Сила взаимодействия двух точечных 
И 


ее 


зарядов: Не: и виток площади ®, несущий ток силы 2, эквивалентен 
пи 


ГАО) 
магниту с моментом —. 
С 


Глава № 
ЭЛЕКТРОСТАТИКА, 


$ 1. Постановка электростатической проблемы. В электростатике мы 
рассматриваем электрическое состояние системы, образованной произ- 
вольно расположенными заряженными проводниками и диэлектриками, 
причем предполагается, что нигде не протекают токи (С = 0) 
и магнитная индукция повсюду постоянна. При этом мо- 
жет, конечно, существовать постоянное магнитное поле, как, например, 
магнитное поле. земли, но мы увидим, что такие поля в рассматри- 
ваемых явлениях не играют никакой роли. Благодаря последнему пред- 
положению второе уравнение Максвелла принимает вид: 


го Е =0. 


Это означает, что существует электрический потенциал ф, 
так что 
Е = — рта@ $. 


Зта величина играет существенную роль в электростатике, особенно 
в математических ее проблемах. Поэтому мы в первую очередь иссле- 
дуем свойства этого потенциала. Он непрерывен во всем поле. Внутри 


Е 
проводников вектор Е должен удовлетворять условию: С= г (мы счи- 


таем электродвижущие силы отсутствующими). Поэтому в электростати- 
ческом поле внутри проводников Е —=0. Отсюда следует, что потен- 
циал внутри и на поверхности каждого проводника 
имеет постоянное значение. Другими словами, поверхность 
каждого проводника является эквипотенциальной поверхностью, поэтому 
напряженность электрического поля повсюду перпенди- 
кулярна к поверхности проводника. 

Если мы имеем дело с изотропным диэлектриком, то имеет место 
соотношение р=еЕ, т. е. вектор О повсюду параллелен Е. 

Интергал О, 46, распространенный по поверхности проводника, дает, 


как мы видели, общий заряд проводника. Так как | О, 46, взятый по 


любой замкнутой поверхности, равняется находящемуся внутри этой по- 
верхности заряду, то, как легко видеть, О, в любой точке поверхности 
проводника равняется имеющейся в этой точке (поверхностной) плот- 
ности электричества. Для доказательства достаточно применить вышеука- 


занное свойство [2.4 к цилиндру, образующие которого перпенди- 
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кулярны к поверхности, а основания расположены по обе, стороны от 
поверхности. 

Напомним, что потенциал определяется с точностью до постоянной 
слагаемой, которую мы выберем таким образом, чтобы потенциал 
в бесконечно удаленных точках обращался в нуль. 

Ближайшей задачей электростатики является определение электри- 
ческого поля, если нам заданы потенциалы всех проводников. Задача 
эта будет решена, если мы сумеем найти значение потенциала в любой 
точке пространства. 

В диэлектрике мы имеем повсюду: 

фур =0. 


Следовательно, для изотропного диэлектрика: 


9 |. № 9 г д 3%\ _ 
эх и: (5 м (5) 0. (в 


й 


Если диэлектрики однородны и соприкасаются друг с другом по 
некоторым поверхностям, на которых изменяется скачком, то для 
любой точки, расположенной внутри каждого из диэлектриков, мы 


получим: 


= (2) 


Потенциал Ф, определяемый значением линейного интеграла от 
конечной величины Е, остается непрерывным и на поверхностях сопри- 
косновения различных диэлектриков. В силу непрерывности О, мы 
имеем на этих позерхностях: 


во Введении мы видели, что эти уравнения в соединении с вышеука- 
занными условиями на поверхности проводников и в бесконечно уда- 
ленных точках однозначно определяют потенциальную функцию. 

Рассмотрим теперь случай отдельного проводника. Если мы нашли 
для него какое-либо решение $, то ввиду линейности уравнений все 
условия будут удовлетворены, если мы увеличим повсюду (в том числе 
и на поверхностях проводников) значения потенциала В некоторое 
число (например А) раз. При этом, конечно, значения векторов"Е и Р, 
а следовательно, и величины зарядов тоже увеличатся В А раз. Если 
мы обозначим заряд, который имеет проводник при потенциале, рав- 
ном единице, буквой С, то из вышесказанного очевидно, что заряд 
этого проводника при потенциале ф единиц будет равен СФ. Вели- 
чину С называют емкостью проводника. 

Соотношение, которое мы только что вывели для одного провол- 
ника, пользуясь тем обстоятельством, что $ определяется линейными 
уравнениями, является частным случаем гораздо более общей теоремы. 
Если две функции точки $; и $. удовлетворяют В некоторой области 
пространства системе линейных уравнений, ТО В той же области 
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система эта ‘удовлетворяется и функцией Аф. -|-- Вх, (принцип суперно- 
зиции). Граничные значения, заданные для поверхности проводников, 
должны быть при этом соответственным образом изменены. 

Ниже мы приводим ряд конкретных примеров решений электростати- 
ческих задач, причем для упрошения мы будем предполагать, что заря- 
женные проводники находятся в однородном изотропном диэлектрике, 
например в воздухе. И в этом случае мы сможем решить возникающие 
проблемы только в отдельных частных случаях. При нахождении реше- 
ний мы, вообще говоря, будем поступать следующим образом. Найдя 
при помощи подходящего преобразования уравнения Лапласа какое-либо 
из его решений, мы при помощи, например, подбора постоянных бу- 
дем стремиться привести. его к виду, удовлетворяющему заданным на 
границах условиям. 

$ 2. Примеры. Рассмотрим, во-первых, изолированный заряженный ^ 
проводник, имеющий форму шара радиуса а. В этом случае электриче- 
ское поле вполне симметрично по отношению к центру шара. На любой 
концентрической проводнику шаровой поверхности все характеризующие 
поле величины имеют постоянное значение. Ввиду этого и потенциал © 
является функцией только расстояния г от центра. Введя сферические 
координаты, мы получим уравнение Лапласа как функцию только 
одного г в виде: 


42 _с 
до 2? 
и 
й 
о м (% 
ф нЕ 1 


Константы интегрирования необходимо выбрать таким образом, 
чтобы, „во-первых, для бесконечно большого расстояния получилось 
Ф==0. Это дает С, ==0, и, во-вторых, на поверхности проводника, 
т. е. для г=а, должно быть 


[2 
7 а 


откуда 
00. 


Таким образом мы получаем решение в виде: 


вы фи 
й 
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Линии сил и смещения расположены радиально и 
а 
СЕВ 78 $1. 
Заряд шара равняется 


за 
= р 9143==41849). 


Отсюда емкость шара получается равной С == 4пва. Если диэлектри- 


ком является эфир (или воздух), то С-=4па [в электростатической 


системе С=а, в электромагнитной са). 

Значение диэлектрического коэфициента среды зависит от выбора 
единиц измерения, отношение же диэлектрических коэфициентов двух 
сред, очевидно, не зависит от выбора единиц. Отношение диэлектри- 
ческого коэфициента данного вещества к диэлектрическому коэфициенту 
эфира называют удельной индукцией этого вещества. Так как 
пря нашем выборе единиц для эфира #=1, то удельная индукция всех 
веществ численно равна диэлектрическому коэфициенту. Из вышеизло- 
женного следует, что емкость шарообразного проводника, находящегося 
в однородной и изотропной среде, пропорциональна удельной индукции 
среды. Это имеет место и для проводников любой другой формы. 

Аналогичным образом можно определить поле между двумя концен- 
трическими шаровыми поверхностями радиусов а; и а, (а >а,, сфе- 
рический конденсатор), и в этом случае потенциал ф удовле- 
творяет уравнению: 


откуда 


Значения констант интегрирования должны быть в этом случае опре- 
делены из условий, согласно которым на заданных шаровых поверхно- 
стях потенциал имеет заданные значения: Ф=—=. для га и 9—5, 
ДЛЯ =... 


© 
т т С, 
@ 
и 
4. 


Определив отсюда значения С и С. и подставив в выражение по- 
тенциала, получаем: 


а- 4, Я а0. —а. 
—— 49а 41 „_ 11 пафа 
В. @ —0, 


` 
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Напряженность электрического поля и диэлектрическое смешение 
направлены по радиусам и их значение (положительное направление 


совпадает с направлением радиуса) равно: 


ВЕ 2 
И , 
Дейв 24а 1 9 
а га 


аа —‹ аа 
м т 2 4 — — 4пе —1-*- ($, —$.). 
а, — 45 Ч. $ 


Заряд наружной обкладки имеет такую же абсолютную величину, но 
противоположный знак. 
При $, —$,==1 заряд численно равен емкости. Обозначая ее бук- 
вой С, мы получим: 
а. ао 
Е . 


С = 4 кг 
Оо 


Значение С тем болыше, чем меньше а, —а,. Если пространство между 
обкладками заполнено воздухом, то (полагая для воздуха в ==1) 


аа 
(== 4п НЕ Е 
а —а, 
91 @ 5 
в электростатических единицах: С = ——^—, в электромагнитных: 
а — а, 
В - ) 
п я 
га — а, 


Еще проще решение для случая двух параллельных прово- 
дящих плоскостей. Взяв ось Х перпендикулярно к этим пласти- 
нам, мы получим: ; 


так как вследствие симметрии потенциал ф будет функцией только 
одной координаты х. Интегрируя это уравнение, находим: 


ф=Сх-НС.. 


Пусть для одной пластины х = 0 и значение потенциала 9., а для 
другой х==а и значение потенциала $,. Тогда 


$: — Са Е Ст, 
о — Су, 
откуда . 


оч. | 
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Строго, это равенство приложимо только в случае бесконечно 'боль- 
ших поверхностей. В случае же пластин конечных размеров, располо- 
женных параллельно друг другу на расстоянии, малом по сравнению 
с их размерами (плоский конденсатор), полученное уравнение остается 
приложимым во всех точках, расстояние которых от краев велико по 
сравнению с расстоянием между пластинами. Вблизи же краев вектор- 
ные линии поля изогнуты наружу. Кроме того, некоторая часть линий 
поля исходит и из задних поверхностей пластин. При помощи искус- 
ственного приема (примененного, например, в абсолютном электрометре 
Томсона) можно достигнуть того, что полученная нами формула будет 
приложима ко всей интересующей нас поверхности. Прием этот со- 
стоит в том, что нужную нам поверхность мы вырезаем из бблымей 
поверхности и оставляем остальную часть этой поверхности в виде 
охранного кольца, окружающего вырезанную поверхность. Если такие 
охранные кольца мы будем заряжать до той же разности потенциалов, 
что и внутренние пластины, то выгибания линий поля на краях прои- 
зойти не сможет, и наша формула будет приложима ко всей внутрен- 
ней поверхности. Если поверхность пластины рассматриваемого конден- 
сатора 5, то аналогично предыдущему, мы легко можем вычислить 
заряд и емкость такого конденсатора. 

Мы получаем: 

р И” ре та. 
ви’ а 


Заряд пластины, имеющей потенциал $›, 


{ эждзаяЫЙ 
Е е—= $55 Ф> = И : 
и емкость конденсатора 


лектростатической системе С — электромагнитной С — 
в электростатичес =, в ГнитТи =]. 
р 4па’ р 416? 


Если между пластинами находится воздух, то опять мы можем по- 
ложить з==1. Совершенно аналогично выполняется подсчет для двух 
коаксиальных цилиндров (цилиндрический конденсатор). 

Из приведенных примеров мы видим, что при решении подобных 
проблем первостепенное значение имеет теорема однозначности, со- 
гласно которой электрическое поле однозначно определяется сле- 
дующими условиями. Значения потенциала ф и его первых производных 
по координатам должны быть непрерывны во всем поле. На поверхности 
проводников и в бесконечности потенциал, оставаясь непрерывным, 
должен принимать определенные значения и удовлетворять во всех точ- 
ках вне проводников уравнению Лапласа. Если мы найдем решение, 
удовлетворяющее всем этим условиям, то согласно этой теореме это 
и есть единственно возможное решение проблемы. Довольно часто та- 
кое решение удается найти при помощи проб. Чтобы показать пример 
этого, мы рассчитаем поле эллипсоидального конденсатора, 
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наружная обкладка которого задана следующим уравнением: 


2 2 2 
я = Вася (3) 


а с7 


и имеет потенциал 9,. Рассмотрим систему конфокальных поверхностей, 
заданных уравнением 


. 


38 у? 22 
и аа 


При \ >> — с? это уравнение представляет эллипсоиды, при 


о 
— однополостные гиперболоиды и при 
И о 


— двуполостные гиперболоиды. Через каждую точку Хх, У, 2, про- 
странства проходят три таких поверхности, по одной из каждого из 
трех вышеупомянутых видов. Соответствующие им значения } могут 
быть получены из уравнения третьей степени: 


р в (4) 
ан Х Ге-а 
Это уравнение имеет один корень \) между — 2? и — 6, второй \, 


между — 6? и — с? и третий )., больший, чем — с?. Обратно, три эти 
величины однозначно определяют точку м, 1, 21, и мы можем принять 
их за координаты этой точки (криволинейные эллиптические координаты). 
Декартовы координаты мы при этом можем вычислить из-системы 
уравнений, которая получается из (4), последовательной подстановкой 
значений }., \,, Х, на место №. Решая эту систему, мы получим: 


1 1 1 1 1 
5), бЕЬ а. а 
д 1 1 1 т 1 1 и 
т а--, б-м ее м е-), т 
1 1 1 ] 1 1 
а--, м @- о) 2-Е 
Если в левом детерминанте вычесть первый столбец из второго и 


1 1 
та а, 


и в остатке получится детерминант, тождественный с правой 


третьего, то можно вынести множители (а? — 2°), (а? — с?) 


1 
ад 
частью. Таким образом мы получаем: 

(а? — 62) (а — 9) = №) (2 --1,) (а), 
у (6 — 22) (а) (Р-Н) (ыы, (5) 
Е 2 (с? т а?) (с? и. 5) [2 --») (22 Е *,) (с? = №3), 


1 


|| 
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Из сказанного ясно, что два эллипсоида, а также два однополостных 
или двуполостных гиперболонда системы не могут пересекаться. Напро- 
тив, две поверхности различного наименования всегда пересекаются и при- 
` том ортогонально. Последнее утверждение может быть доказано следую- 
щим образом: вычтя одно из другого уравнения этих поверхностей 


2 
— | УГ -- ы. | 
а аа гы е--и 
о и: 


и разделив на \, —№-=0, мы получим: 
ХР р У а т. = 
еы ею @тыеты 


Так как косинусы, образуемые нормалью к определяемой \ поверх- 


0. 


ности с осями коорлинат, пропорциональны соответственно —>- 


21 
(= 


то полученное нами соотношение показывает, что’ 


ие И 
(А) "ее -Е\’ 
касательные плоскости, проведенные в точке х., У:, 2; к обоим опреде- 
ленным значениям \, и ), поверхностям, перпендикулярны друг к другу. 

Будем искать выражение потенциала ф в виде функции, имеющей 
постоянное значение на каждом конфокальном эллипсоиде, ©—=/(».), 
определяемом только значением }.. Для этого, предполагая, что ф за- 
висит только от \., преобразуем уравнение Лапласа к вышеуказанным 
эллиптическим координатам. Нам легко будет сообразить каков будет 
новый вид уравнения, если мы примем во внимание, ч о уравнение 
Лапласа выражает соленоидальный характер диэлектрического смещения. 
Рассматриваемые системы гиперболоидов повсюду перпендикулярны к 
нашим эквипотенциальным поверхностям. Поэтому линии пересечения 
этих гиперболоидов совпадают с линиями напряженности электриче- 
ского поля, по которым направлено и смещение. Рассмотрим ближе 
трубку смещения, образованную двумя гиперболоидами } и ами 
двумя другими с параметрами №, и }, + 4),. Необходимым и доста- 
точным условием соленоидальности поля является условие, чтобы в любой 
точке поля смещение было обратно пропорционально нормальному 
поперечному сечению трубки. Эти сечения являются прямоугольниками, 
лежащими на эквипотенциальных поверхностях. Рассмотрим отрезок 
трубки, заключенный между эллипсоидами }, и \, -|- 4^, и обозначим 
стороны вышеупомянутого прямоугольника, лежащего на первом эллип- 
соиде через 0$; и 45», а расстояние между обоими сечениями трубки 
через 4$., тогда: 


Ава ду \? =] 
и. | | } | 2 
вез | (Но) + | 
далее, согласно (5): 


9х Хх ЗУ У 92 2 
х Зем) зы, Де) 5 ет 
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Таким образом а 
ИТ а у 2 и 
о | 2 
п ата ЕН Р-р | 


Чтобы вычислить выражение, стоящее в фигурных скобках, мы вос- 
пользуемся тем, что 


(2-3) (62 --)) ( 


печ о 
г м 


обращается в нуль при \ =\,, ^,, \.. Так как коэфициент при ^3 рав- 
пяется —1, то имеет место тождество: 


ция 6—6 
эр а ты ЕЮ 
Взяв от этого Е логарифмическую производную по *, получим: 
т м 0—0 —90—№ 
Зе Не-е НЕ- Е ЕАЕУ 
т Ра 5 
м ИЕ РЕНА). 


Подставив сюда \ =\,, получим: 

х? Е В 22 (5—1) 08 — №) 
ее Е ее аа) ее) 
Таким образом 


ры 
45 = 


(1, —#,) (0, —*.) 
В --@--)е-ЕЬ 


Аналогично получим: 


4? 


Е АН 98) И ВН По 
РЕ № 


ее ==) 
и р ми 2 
45.2 = ею) а. 


Полное изменение потенциала ф при переходе от одного сечения 
р р 


@ 
к другому равняется и, Отсюда изменение при перемещении 


4$ а); 
на единицу длины будет ——^ ° —®. Взятое с обратным знаком это 
4), 953 
выражение равняется напряженности электрического поля и смещению 
(в эфире). Ввиду этого условие соленоидальности принимает вид: 
ао 9 


. — 05; 45, == 01$. 
Ч. ` 8; 5195. 015 


Введя в это равенство вышеполученные выражения для 451, 455 и 45%, 
мы получим выражение, ряд множителей которого остаются сами собой 
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постоянными вдоль всей трубки. Поэтому для постоянства всего про- 
изведения необходимо только, чтобы оставалось постоянным выражение, 


содержащее ),: 


(7) Е (6) 
}а 
Это и есть форма, принимаемая в нашем случае уравнением Лапласа. 
Величина С постоянна не только вдоль данной трубки смещения, но и 
во всем поле, так как левая часть уравнения (6) не зависит от №, и №. 
Из уравнения (6) мы получаем выражение потенциала в виде эллип- 
тического интеграла. 
Определив постоянную интеграции из условия, что в бесконечности 
ф—==0, мы получим: 
3 
я 4 
ЕЕ . 
ти 


Постоянная С должна быть выбрана так, чтобы при \. =0 потен- 
циал принимал заданное значение © =. . 

Этим выражением вид поля вполне определяется. Мы рассмотрим 
еще распределение плотности зарядов на поверхности проводника. 
Эта плотность, как мы видели, определяется значением О, т. е. значе- 


нием — 2. Проведя на незначительном расстоянии от нашего ‘эллип- 


соидального проводника второй конфокальный эллипсоид, мы получим: 
4$ 9—4 


о 5 } р 

Здесь у, обозначает значение потенциала на проведенном эллип- 
соиде, а 9 — расстояние его от поверхности проводника. Отсюда сле- 
дует, что поверхностная плотность зарядов обратно пропорциональна 
расстоянию 8 между эллипсоидами. 

Таким образом задача о распределении заряда по поверхности све- 
дена к чисто геометрической проблеме. Задача решается очень легко 
для концов главных осей. Обозначив плотности на концах осей аи В 
соответственно через в, и ©,, мы получим: 


в 10, —00: 04. 


Так как при конфокальных эллипсоидах 62 — 22 = совзь, то 006 == ада, 
и, следовательно, ы 


61:0, ==0:6. 


Следовательно, наибольшая плотность получается на концах боль- 
шой оси. 

Если мы представим себе, что одна из эквипотенциальных поверх- 
ностей сделалась проводящей и заряжена до того же потенциала, ко- 
торый она имела ранее, то внешнее поле от этого не изменится. Это 
следует из Того, что при этом остаются выполненными все условия, 
которые, как мы видели, однозначно определяют поле. Ряд конфокальных 
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эллипсоидов может быть продолжен и внутрь от поверхности про- 
водника ', таким образом мы приходим в конце концов к эллип- 
тическому диску. Если мы будем исходить из эллипсоида враше- 
ния, ось вращения которого совпадает с большой осью, то в пределе 
мы получим прямую, если же осью вращения служит наименьшая 
ось, то мы получим круглый диск. Этого рода переход к пре- 
делу позволяет вычислить поле, создаваемое в диэлектрике заряженным 
эллиптическим или круговым диском и заряжениым цилиндром конеч- 
ной длины (при этом эти поверхности рассматриваются как предельные 
случаи соответствующих эллипсоидов). Из этого примера мы видим, что 
можно вычислить эквипотенциальные поверхности для определенной 
формы заряженных проводников, если они нам известны для проводни- 
ков другой формы. 

$ 3. Теория электрических изображений. Упомянутый в конце пре- 
дыдущего параграфа метод вычисления электрического поля имеет общее 
значение, а мы применим его теперь систематически в теории эле- 
ктрических изображений. При этом мы часто будем пользоваться 
понятием о точечном заряде. К этому понятию мы приходим при по- 
мощи перехода к пределу, рассматривая заряженный шар с постоянной 
величины зарядом, радиус которого беспредельно уменьшается. Потен- 
циал, создаваемый таким точечным зарядом е на расстоянии г, равен 


Й 


Два точечных заряда создают поле, которое может быть вычислено 
при помощи суперпозиции полей отдельных точек. Для потенциала 
в произвольной точке мы получим: 


У в о! 
в а 
у] Аг р __ и 
Значение букв в этом выражении ясно без пояснений. Эта функция 


удовлетворяет уравнению Лапласа и пограничным условиям в бесконеч- 
ности. Далее, мы видим, что 


Е : 
аг 


если этот интеграл распространен по поверхности, окружающей первую 


заряженную точку, и 
4 
а 
ан : 
если поверхность окружает вторую точку. (Заметим, что этот простой 


вид потенциальной функции не дает решения для случая двух провод- 
ников конечных размеров, так как х не будет иметь постоянного 


1 Это значит, что мы можем заменить поверхность проводника эквипотен- 
циальной поверхностью, а заряды перенести на более глубоко расположенные 
поверхности. //рим. перев. 
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значения на поверхности каждого из проводникоз). Уравнение эквипо- 
тенциальных поверхностей имеет вид: 


1 
= = С (8) 


В общем случае это уравнение поверхности восьмого порядка. 
Только в случае С ==0 и разноименных зарядов мы получим уравнение 
сферической поверхности. Представим себе, что эта поверхность сде- 
лана проводящей и соединена проводником с землей. Так как при этом 
ее нотенциал останется равным нулю, то поле вне этой сферы не из- 
менится, потому что все граничные условия остаются выполненными. 

Рассмотрим теперь поле, созданное заряженной зарядом е точкой Р 
и шарообразным проводником М, соединенным с землей. По вышеизло- 
женному поле в диэлектрике вне шара /М должно ‘совпадать с полем, 


Фиг. 9. 


которое получится, если, удалив проводник /М, мы поместим заряде! 
в точку О. При этом точка © должна быть выбрана таким образом, 
чтобы отношение расстояний точек Ри © от любой точки сферы М 
было постоянным. Для этого точка © должна лежать на пересечении 
линии РМ, соединяющей точку Р и центр сферы М с плоскостью, 
проведенной через линию пересечения сферы М и шаровой поверхно- 
сти, описанной из Р радиусом, равным РМ (фиг. 9). Обозначив радиус 
сферы /М буквой а и расстояния МР=Ё и МОИ, мы получим а? — 
! 


а 
ИЛИ Е Для заряда точки @ мы получим: 
а 
е' ыы е 0 
ов" РВ’ 
откуда 
—е а! а й | 
и (9) 
е /[—а й а 
, еа 
Точку О с зарядом е = — у называют электрическим изо- 


бражением точки Р по отношению к сфере /М. Это название введено 
по аналогии с оптическими явлениями. Если светящаяся точка помещена 
вблизи сферического или плоского зеркала, то явления протекают так, 
как будто бы кроме точки Р существовала еще другая светящая точка 
© — изображение точки Р. Подобно этому и в рассматриваемом элек- 


6 Лорелц, Теория элентьо“атнитного поля, 
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трическом случае поле таково, как будто кроме заряженной точки Р 
существует еще вторая заряженная точка ©, являющаяся электрическим 
изображением точки Р. 

Диэлектрическое смещение через поверхность шара М должно быть 
таким же, как и в случае существования электрического изображения. 
Индуктированный на поверхности шара заряд поэтому равен 


га 
РЯ Это следует непосредственно из соленоидального характера 


смещения. 

Исследуем еще распределение этого заряла пр поверхности тара, 
т. е. вид функции, дающей поверхностную плотность заряда. Смещение 
в любой точке А равно Б==В, | О,, где 


а е 1 е 
и Е (АБ ` 


1 (49) 


Мы знаем, что направление результирующего смещения должно быть 
нормально к поверхности проводника. Поэтому 


р, =>, соз МАР-|- О, соз МАЧ. 
(АР -На?— 


е 
4тр, = 
(АР 


с0$ МАР = ВАР 
и 
(ДО а? — 1? (АРВ — а? 
М ИВ о 
ОВО 2а.АО 21. АР 
Поэтому 
е (АРВ 1 (АБР а? __ ей) 1 

Что Е = 
по, (АР} 92а. АР а 2]. АР | я (АР) (10) 


Таким образом плотность индуктированного на шаре заряда обратно 
пропорциональна третьей степени расстояния от Р. 

Рассмотрим теперь случай, когда шар /М не отведен к земле, 
а изолирован, причем первоначальный его заряд равен нулю. В этом 
случае очевидно, что и после помещения в точку Р заряда е общий 
заряд шара /М останется равным нулю. Мы получим решение, удовле- 
творяющее вне шара всем указанным условиям, если положим, что на 
только что подсчитанное поле накладывается еще второе поле, созлан- 


еа 
ное зарядом г. помещенным в центре шара 1. 


Легко сообразить, что при этом часть поверхности шара, обращен- 
ная к точке Р, будет заряжена отрицательно, а остальная часть — 
положительно (заряд е точки Р мы считаем положительным). 

Теперь можем подсчитать деформацию поля, производимую вне- 
сением в однородное электрическое поле изолирован- 
ного незаряженного шара. В однородном поле напряженность 
поля повсюду постоянна по величине и направлению. Взяв это направ- 
ление в качестве отрицательного направления оси Х, видим, что данная 
проблема является предельным случаем вышерассмотренной, если заряжен- 
ная точка Р удаляется от /М по положительному направлению оси м. 
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причем заряд ее соответственным образом увеличивается. При этом, 
очевидно, направление недеформированного поля приближается в части 
пространства, где находится шар М по направлению к оси Х, а 
величина заряда точки Р в пределе определяется равенством: 


Деформированное поле, которое возникает при этом вокруг шара М, 
мы получим согласно предыдущему, если наложим на однородное поле 


а 
еще два поля: первое создается зарядом 7? расположенным в центре 


га 
шара М, второе зарядом — 7, находящимся в точке ©, лежащей 
2 


ен -@ 
от точки М в направлении положительной оси Х на расстоянии в== Е. 


которое в пределе становится бесконечно малым. Оба эти заряда 
образуют электрический диполь. 
Потенциал, вызываемый этим диполем в точке А, равен: 
г 4 [1 1 ае 6с058 
Ти АМ Аб) 4 т 


где г обозначает расстояние от А до М (или О),а $ означает угол АМО. 


© 


‚ еб ка -® 
В пределе Шт а 22 Пт НЕ 4ка?Ез и с0$8 = —, поэтому: 
й 


23 сз $ Е ах 
В 9 72 2-0 13? 
а все значения потенциала: 
| азх 
9=С— Вх В - у. (11) 


Отсюда мы получаем непосредственно плотность распределения 
индуктированных зарядов на поверхности шара (попрежнему предполагаем, 
что окружающий диэлектрик есть воздух): 


хо 
гол 


а 


мА. 
= ГРУ г 92 


1=0 


Конечно, эта задача может быть разрешена и непосредственно, 
независимо от предыдущей. 

Укажем еще путь подсчета распределения зарядов на двух шаровых 
проводниках, не окружающих друг друга. Эта проблема рассматри- 
валась многократно (Пуассоном, Максвеллом, Кирхгофом и др.). Мы 
изложим метод лорда Кельвина, применившего для ее решения беско- 
нечный ряд электрических изображений. Пусть /М, обозначает центр 
первого шара (см. фиг. 10), а М, —- центр второго. Пусть, далее, а) и а, 
обозначают радиусы этих сфер, а 6=М,/М, — взаимное расстояние 
центров сфер. Допустим, накотоц, что первая сфера соединена с землей, 
а вторая несет на себе заданный заряд. Если каким-либо способом мы 
найдем решение, удовлетворяю се всем заданным условиям во всем 


6: 
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пространстве вне шаров, то мы сможем определить соответствующее 
этому решению распределение зарядов по поверхности второй сферы. 


Фиг. 10. 


Предположим сначала, что заряд е сосредоточен в точке М.. Благо- 
даря этому возникает поле, удовлетворяющее во всем пространстве вне 
шара /М, всем условиям проблемы, за исключением того, что на по- 
верхности шара М, потенциал Ф не повсюду равен нулю. Этот недо- 
статок может быть устранен согласно предыдущему, если мы супер- 
понируем еще поле, создаваемое электрическим изображением заряда, 


помещенного в /М в сфере М, т. е. поле, вызываемое зарядом 


2 
ат 


[и 
способом поле не будет, однако, удовлетворять требованию постоян- 
ства потенциала на поверхности шара М,. Эту ошибку мы исправляем 
при помощи поля, создаваемого изображением заряда, находящегося 
в О, в сфере М,, т. е. при помощи заряда, равного р 


еа 
1 * 
т помещенны: в точке ©, причем М, ©, == Полученное этим 


Е. Вий 
В ры 
Ги) 
помещенного на расстоянии 
4 
М.Р; = а? 
Е 


от центра М,. Благодаря этому опять нарушится условие на поверх- 
ности /М;,, что мы исправим при помощи изображения Р, в сфере М; 
и т..д. При помощи этого метода потенциал в любой точке поля может 
быть выражен при помощи бесконечного ряда. Из этого выражения потен- 
циала вышеизложенным образом мы получаем напряженность электри- 
ческого поля, бмещение и плотность распределения заряда по поверхности 
шаров. Аналогичным способом определяется поле в пространстве между 
двумя шарами, меньший из которых находится внутри большего. 

$ 4. Метод инверсии. Рассмотрим теперь метод, позволяющий 
вычислить в некоторых случаях поле вне заданного проводника, если 
нам известно решение аналогичной проблемы для некоторого другого 
случая. Этот метод носит название метода инверсии. Чтобы озна- 
комиться с ним, нам необходимо предпослать несколько общих замечаний. 
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Обозначим буквой ф потенциал в поле заряженного проводника. 
Возьмем в этом поле произвольную точку Р и обозначим через г ее 
расстояние от любой другой точки поля. Чтобы подсчитать значение 
потенциала в точке Р, применим теорему Грина [равенство (32) Введе- 
ния], в которой под функцией И мы будем понимать потенциал $, а 


1 
под У функцию —. Интегрирование мы распространим на весь объем 
г 


вне проводника, за исключением маленького шара, описанного около 
точки Р, как центра, радиус которого мы в конечном итоге будем 
считать убывающим до нуля. Внешнее пространство мы будем считать 
ограниченным извне сферой бесконечно большого радиуса В. Так как 
в рассматриваемом случае АЙ=0 и АИ-==0, то мы можем применить 
равенство (32), в котором п обозначает направление внешних норма- 
лей по отношению к объему интегрирования. 

При рассмотрении поверхностных интегралов мы должны принять 
во внимание следующее: 1) интеграл по поверхности бесконечно уда- 
ленной сферы исчезает; 2) первая часть интеграла по поверхности про- 
водника (на котором ф имеет постоянное значение) равна нулю: 


О 1 Рэ/1 


вторая же часть, если обозначить поверхностную плотность зарядов 


& 30 
буквой ® == —, принимает вид: 
э . 


7 


3) из интегралов 
1% т 
Е 45 и Ф— | — | 46, 
г 98 ди \ г 
распространенных по поверхности сферы, окружающей точку Р, первый 
ь 
в пределе (7—0) исчезает, так как значение * остается повсюду 


конечиым, а второй, который мы можем написать в виде: 


© 95 
сы 


равняется умноженному на 4п среднему значению потенциала на по- 
верхности сферы. При безграничном убывании г его значение, очевидно, 
стремится к 4пф›. Таким образом получаем для значения потенциала 
в (любой) точке поля выражение: 


1 [0 
Тот же результат мы получим и В случае, когда точка Р лежит 


внутри проводника. В этом случае, очевидно, значение потенциала Фр 
лолжно равняться значению его на поверхности проводника. Чтобы 


86 ЭЛЕКТРОСТАТИКА 


доказать это, достаточно повторить для рассматриваемого случая выше- 
изложенные рассуждения. В качестве объема интегрирования надо взять 
весь объем между поверхностью заряженного проводника и бесконечно 
удаленной поверхностью. Так как точка Р лежит теперь вне объема 
интегрирования, то ее нет необходимости выделять особой сферой. 
Интеграл по поверхности бесконечно удаленной сферы опять исчезает, 
а первый из интегралов по поверхности заряженного проводника дает: 


9/1 
Ф т (43 тре ть 


Этот метод исчисления потенциала может быть распространен на 
любое число заряженных проводников, находящихся в эфире, Во всех 
этих случаях как для точек во внешнем поле, так и внутри проводни- 
ков имеет место равенство (13), в ‘котором интегрирование должно 
быть распространено по поверхностям всех проводников. Равенство 


1 бе , 

уе. сз 
которое, как мы видели, определяет потенциал системы точек, заря- 
женных количествами электричества е,, остается в силе и в рассматри- 
ваемом случае, если на место зарядов е, мы подставим заряды ®аб 
элементов поверхности заряженных проводников. — Конечно, распределе- 
ние зарядов не может быть произвольным, а должно удовлетворять 
условию постоянства потенциала на поверхности каждого проводника. 
Рассмотрим некоторую систему зарядов и инверсируем ее, пользуясь 
известными из геометрии методами по отношению к заданной точке О 
(центр инверсии), вокруг которой описана сфера радиуса а. Эту сферу 
дальше мы называем сферой О. Каждая точка Р отобразится при этом 
инверсированной точкой Р’, лежащей на прямой ОР, для которой 


ПРО Ра. 


Как известно, все лежащее вне сферы О пространство отображается 
точками, лежащими внутри сферы. При этом отображении величины 
углов остаются неизменными, а сферические поверхности отображаются 
вообще также сферами, сферы же, проходящие через точку О, отобра- 
жаются плоскостями. Обратно, плоскость отображается вообще сферой, 
проходящей через точку О, плоскость же, проходящая через точку О, 
отображается сама на себе. Так как при такой инверсии сферические 
поверхности являются единственными! поверхностями, отображающимися 
также в виде простых сферических поверхностей, то применения метода 
инверсии ограничиваются случаями сферических поверхностей. 

Если в точке А, исходной системы находится заряд е,, то в инвер- 


сированной точке А, мы булем иметь заряд: 


а ОА, 
8 а. Е. =. (14) 


За исключением знака это выражение совпадает с величиной эле- 
ктрического изображения А, в сфере О. 
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Если мы рассмотрим произвольную точку Р, то значение потенциала, 
вызванного в ней исходной системой зарядов, будет: 
И А: ЭВ 
ны РА, 


Значение же потенциала инверсированной системы в точке РЕ! будет: 


о: 
4п = Р'А,’ 


И Е 
В =: 


ИО 


К 


Од! ОР в ОР 
7 В `ОА, РА, а 


ОР а 


$’ = а 5-5? 02° (15) 


Следовательно, по потенциалу заданной точки исходной системы 
может быть очень просто определен потенциал В соответствующей точке 
инверсированной системы. 

Если заряженными точками А, исходной системы являются элементы 
поверхности некоторого проводника, то при. инверсии этот проводник 
отобразится некоторой другой поверхностью. На этой инверсированной 
поверхности значения потенциала не будут, однако, постоянными. Это 
видно непосредственно из последнего равенства, в котором @ постоянно, 
< как значение потенциала на поверхности проводника также постоянно, 
но ОР’ переменно. Однако в частном случае, когда ф—=0, мы полу- 
чаем и для 4’ постоянное значение $'=0, и в этом случае усло- 
вие постоянства потенциала выполняется в обеих син 
стемах. Отсюда мы заключаем, что если исходная система состоит 
из одного или нескольких проводников, отведенных к земле, и из 
ряда заряженных точек и если в инверсированной системе все провод- 
ники также отведены к земле, то при помощи инверсии мы получаем 
действительное расположение зарядов В инверсированной системе. 
Этим методом, например, проблема поля, созданного заряженной точкой, 
расположенной против отведенного к земле проволящего шара, может 
быть сведена к очень простой задаче о заряженной точке, помещенной 
против отведенной к земле плоскости. Послелняя же задача очень 
легко решается при помощи теории электрических изображений, так 
как электрическое изображение совпадает в этом случае с оптическим 
изображением точки в плоском зеркале и содержит заряд, равный 19 
величине, но противоположный по знаку. 

Теория инверсии может быть применена еще другим образом. Если 
исходная система состоит из одного проводника или из нескольких, 
но имеющих одинаковый потенциал 9, то из (15) видно, что потен- 
циал проводника в инверсированной системе будет повсюду разен 
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пулю, если мы на полученное при инверсии поле наложим еще второе, 
вызванное зарядом — 4пао, помещенным в точке О. Воспользовавшись 
этим, мы можем свести проблему об индукции заряженной точки, по- 
мещенной против отведенного к земле проводника, к исследованию 
поля в окрестности изолированного проводника. В качестве примера 
мы рассмотрим исследованный уже ранее случай точечного заряда е, 
расположенного около отведенной к земле проводящей сферы М. 

Для этого мы инверсируем (фиг. 11) сферу радиуса Ю по отно- 
шению к точке О, в результате чего получаем сферу М’ радиуса А’. 
Согласно вышедоказанному, поле, которое мы получим, если зарядим 


е 
эту сферу до потенциала а даст нам при инверсии искомое 
па 


поле. Вычислим заряд, расположенный на элементе 49 поверхности 
сферы /М (около точки Р). На соответствующем элементе 40' сферы М! 


} 
ч 
(около точки Р!) находится заряд я 4'. Заряд этот при инверсии дает 


ф' 


ОР 
на элементе 45 заряд =. 43 —, но 
а 


45'__ (ОР? _ а 


4 (ОР (ОР ` 


о’ а3 

’ (@Р? 

Плотность заряда, как и ранее, получается обратно пропорциональной 

кубу расстояния рассматриваемой точки от центра инверсии О. Очень 

легко показать, что полученный этим методом результат полностью со- 

впадает с ранее полученным. В самом деле, поле вне сферы М’ сов- 
й 


Отсюда мы получаем для заряда элемента 43 значение ас. 


падает с полем точечного заряда 4пА’— —е —, находящегося 
а 
в точке М’. Полученное при помощи инверсии поле будет, следова- 
тельно, вне сферы /М идентично с полем заряда 
‚К Е Ю 

а ом ОМ’ 
находящегося внутри сферы М в точке ©, являющейся электрическим 
изображением точки О по отношению к сфере М. 
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Рассмотрим теперь два шара, заряженные до одинакового потен- 
циала. Если нам удалось вычислить окружающее их поле, то при по- 
мощи инверсии мы можем разрешить вопрос о поле, окружающем две 
заземленные сферы, около которых находится заряженная точка. Какая 
из этих проблем легче, зависит, конечно, от вкуса решающего, но при 
помощи инверсии мы всегда можем сделать наши две сферы концентри- 
ческими, а в этом последнем случае вторая проблема, очевидно, проше. 
Легко показать, что если сфера инверсируется по отношению к центру О 
и если О’ есть точка, переходящая при инверсии в центр новой сферы, 
то О и С' находятся в гармоническом отношении к точкам, в которых 
прямая ОО’ пересекает данную сферу. Эта теорема верна независимо 


Фиг. 12, 


от того, находится ли центр инверсии О внутри или вне поверхности 
сферы. Если две сферы М и М (фиг. 12) даны и мы хотим найти по- 
ложение центра’инверсии, переводящего эти две сферы в концентри- 
ческие, то мы должны провести линию центров, пересекающую сферы М 
и № в точках А, Ви С, О. Искомый центр инверсии О и выше- 
упомянутая точка О' должны тогда лежать на этой линии центров и 
должны находиться в гармоническом отношении как к точкам А, В, 
так и к точкам С, О. Пусть Р есть точка, в которой потенциальная 
поверхность обоих шаров пересекает их линию центров, и пусть Р@ 
будет касательной к одной из сфер. Тогда сфера, описанная из точки Р 
радиусом, равным РО, пересечет прямую МА в искомых точках О и "ОР, 
так как (РО)? = (РО) ==РА.РВ и Рб?"=РС.РО. После этого мы 
можем вычислить поле, создаваемое между двумя концентрическими, 
отведенными к земле, шарами О’ зарядом е, помещенным в точку О. 
Это можно выполнить при помощи метода электрических изображений, 
который в этом случае приводит к очень простому ряду. Из получен- 
ного этим способом распределения зарядов на концентрических сфе- 
рах мы при помощи (14) вычисляем соответствующее распределение 
зарядов на первоначально данных сферах. 

Распределение зарядов на соприкасающихся сферических проводни- 
ках может быть вычислено, если инверсировать эту систему по отно- 
шению к точке касания. Таким образом мы приходим К задаче о вы- 
цислении поля между двумя отведенными к земле плоскостями, между 
которыми находится заряженная точка. Это вычисление тоже может 
быть выполнено при помощи метода электрических изображений. 
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Решение исходной задачи мы получим, если опять, инверсируем получен- 
ное решение. | 

$ 5. Энергия электрического поля. Рассмотрим теперь энергию в элек- 
тростатическом поле. Вычислим энергию, запасенную в поле провол- 
ника, окруженного безгранично протяженным однородным диэлектриком 
и заряженного до потенциала $. Всли емкость этого проводника С, 
то заряд его равен е, —= СФ,- Вычисление этой энергии сводится К вы“ 
числению работы, необходимой для перенесения заряда е; из бесконеч- 
ности на поверхность проводника. 

Представим себе, что заряд мы переносим малыми количествами 4е. 
Пусть в некоторый момент потенциал проводника равен $' и, следо- 
вательно, заряд его равен е== С’. Перенесем по произвольному пути $ 
заряд @4е из бесконечности на поверхность проводника. На протяжении 
всего пути на наш заряд будет действовать сила, составляющая кото- 


р 9 
рой по направлению перемещения равна О Работа, необхо- 
5 


димая для преодоления этой силы на всем пути, будет равна: 


99 
4е и 45 —'4е. 
.] 95 
со 
Этот подсчет показывает, что эта работа не зависит от пути, по 


которому заряд 4е переносится на поверхность проводника. При этом 
заряд проводника увеличивается до е-|- 4е, а потенциал до 


а Вы. 
р © | 


Вся работа, необходимая для заряжения проволника от заряда, равного 
нулю, до е,, очевидно, равна: 


е е 

1 И. 1 - 1 
т ефе=- -==-5 © а? 
0 0 


Аналогичным образом может быть вычислена энергия системы заря- 
женных проводников. Если в конце процесса заряжения на провод- 


никах сконляются заряды е1 ‚©... и проводника принимают потенциалы 
1 
9, Ф, -.., ТО энергия системы равна -5 Хе. 


Так как по современным воззрениям эта энергия обусловлена со- 
стоянием диэлектрической среды, то важно преобразовать это выражение 
энергии в объемный интеграл, распространенный по всему объему поля. 
Для этого мы воспользуемся тем, что для каждого проводника общий 


его заряд „= \ р, ас. Отсюда для энергии мы получаем выражение: 
1 
5. ФО, 45, 


в котором интегрирование должно быть распространено по поверхности 
всех проводников, 
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Этот интеграл может быть преобразован при помощи теоремы Гаусса 

в объемный интеграл. Для этого мы к поверхностям проводников при- 
бавляем еще весьма удаленную поверхность, ограничивающую снаружи 
рассматриваемый объем. При преобразовании интегралов мы получаем 
в этом случае кроме вышенаписанных еще интеграл по этой поверхностн. 
Но, как мы уже неоднократно видели, интеграл этот обращается 


в нуль при безграничном расширении этой внешней поверхности, и мы 
получаем: 


ты а 1 Е. 30, 9), к 
8 п Г 
1 9% 99, 95 
о о а та 45. 
: до . 
Так как “УР —=0, а и и т. д. № 
5 


1 | 
Е ) ор, аз = 2 (Р.Е, Е О,Е,-+ 9,8) 45. 


Проще всего принять, что в каждом элементе объема 4$ находится 
1 
запас энергии, равный ->- (РЕ, -- И НЕЕ, 45. Нельзя, однако, 


забывать, что вышеприведенный вывод дает нам только выражение 
энергии, заключающейся во всем объеме, занятом полем, и не позволяет 
сделать никакого заключения о количестве энергии, заключенной 
в какой-либо части этого объема. Однако предположение это является 
самым рациональным, если считать электростатическую энергию распре- 
деленной по всему объему диэлектриков, окружающих проводники. 
При` этом мы находим, что плотность энергии в данной точке поля 


1 
выражается скаларным произведением -э (Р.Е). 
Если диэлектрик изотропен, то мы можем также написать для плот- 


8 1 
ности энергии в диэлектрике выражения: -5- Е? или 250*, а для сво- 


1 |570 

Е? или -_ 03 (в электромагнитных единицах — 

2 ни ( ? 8? 
Е? 

или 216?0?, в электростатических №. 2102). 

п 


бодного эфира: 


$ 6. Теоремы о минимуме энергии. Докажем теперь две относя- 
цихся к энергии системы теоремы, играющие в электростатике важную 
роль. Электростатическое поле, как мы знаем, удовлетворяет двум усло- 
виям: диэлектрическое смещение соленоидально, и напряженность поля 
является потенциальным вектором, причем значение потенциала на по- 
верхности каждого проводника постоянно. Кроме того, диэлектрическое" 
смещение и напряженность поля связаны соотношением Б ==Е. Вы- 
шеупомянутые две теоремы утверждают, что при действительно уста- 
навливающемся в случае электростатического равновесия состояний 
энергия достигает минимума, т. е. меныше, чем в случае, если бы 
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поле удовлетворяло, например, только одному из вышеуказанных 
условий. 

Первая теорема формулируется следующим образом. Если в одно- 
родном изотропном диэлектрике находится система проводников, каж- 
дый из которых несет на себе заданный заряд (равный интегралу от 
смешения по поверхности проводника}, то из всех решений, совмести- 
мых с заланной величиной зарядов и удовлетворяющих условию солено- 
идальности смещения, истинным решением электростатической про- 
блемы является то решение, при котором выраженная через Д общая 
энергия получает минимальное значение. 

Если для случая электростатического равновесия Р обозначает ди- 


1 : 
электрическсе смещение, а Е — — р — напряженность поля, то 0 = 0, 
а Е является потенциальным вектором. Для каждого из Г: проводников, 


образующих рассматриваемую систему, мы имеем: [рае и общая 


1 р: 
энергия АА: |2 45$, причем интегрирование необходимо распро- 


странить по всему пространству вне проводников. 

Сравним это состояние с любым другим, при котором диэлектри- 
ческое смещение, которое мы обозначим через р-|-0', также солено- 
идально, а общий заряд каждого проводника имеет прежнее значение. 

Из первого условия следует, что Фу (© +- 0') =0, а следовательно, 
ФУ 0! =0; а из второго [(р--2), 49=еь откуда \2'46-—0. Энергия 

; 
системы в новом состоянии будет: 


и: Ф-Ео асе Ф.И фуру. 048 
ИЛИ 


А-а-а. \ (084-934 5) 45+ | (2.5! 0,04 2,045. 


Второй член первой части этого равенства положителен, а третий, 
как мы сейчас докажем, равен нулю. В самом деле: 


1 и м Е 

т (Р.О, Б,Ь,-Ь.Б» о == — | м Ву 2:48 
Здесь ® обозначает потенциал. Последний интеграл может быть пред- 
ставлен в виде? 


| ор’ о + | рам 0! 45. 


1+ При этом преобразовании мы пользуемся тождеством: 
- 9 ' 
ау (20') == а "4 (стад 9-0’) = 9" + (ео; 5, в ) 
9х ду 92 
и теоремой Гаусса о преобразовании объемного интеграла в поверхностный. 
Прим. перев. 
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Первый из этих интегралов должен быть распространен по поверх- 
ностям всех проводников и по бесконечно удаленной поверхности. По- 
следний из этих интегралов, как мы уже неоднократно видели, исче- 
зает. Для каждого же из образующих систему проводников, значение 9 


постоянно и соответствующий интеграл равен о — 0. 
рал р в я 


Таким образом все поверхностные интегралы обращаются в нуль. 
Второй из вышенаписанных интегралов должен быть распространен по 
всему объему поля и также обращается в нуль, так как во всем этом 
объеме 9у0'==0. Таким образом мы убеждаемся, что А’ А. 

Вторая теорёма относится к случаю, котда для каждого из провод- 
ников задано значение потенциала. Сравним опять састояние, соответ- 
ствующее электростатическому равновесию, при котором потенциал 
есть ф, а напряженность поля Е с любым другим состоянием, при ко- 
тором напряженность поля остается потенциальным вектором и значения 
потенциалов на поверхностях проводников сохраняют заданные значе- 
ния. Обозначим в этом новом состоянии напряженность поля через 
Е--Е', а потенциал 9-- $’, тогда на поверхности каждого проводника 
должно быть ©'=0. 

Энергия измененной системы, которую мы на этот раз выразим 
через 4', будет: 


1 
дереву ву 


` 


а в случае электростатического равновесия: 


1 
А = 5 | Ро, 
поэтому 


1 12 р т | 
В += ё | ЕЕ Е} 95 —- = [(вЕ+ ЕЕ, ЕВ») 45. 


`. 


В этом выражении опять второе слагаемое положительно, а третье 
равно нулю. Доказательство этого вполне аналогично вышеприведен- 
ному; мы имеем: 


К: 99" с 
е|(Е,Б+ ВЕНЕ, Е.) = | ВЕНЕ, 49 


[9,2 —е | 944450. 


Таким образом опять А'`> А. 
Эти теоремы дают основание рассматривать энергию электро- 
статического поля как потенциальную энергию, стре- 
мяшуюся, как известно, к минимальному значению. Это представление 
совпадает с вышеизложенными представлениями об эл-ктростатическом 
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поле, согласно которым при заряжении проводника через его поверх- 
ность происходит как бы смещение несжимаемой электрической жил- 
кости. Возникающее при этом электрическое напряжение стремится 
опять восстановить равновесие, и энергия поля есть потенциальная 
энергия смещенных зарядов. 

Необходимо, однако, заметить, что эти представления не являются 
доказательством потенциальной природы электростатической энергии, и 
вполне возможны и другие воззрения. Так, Ганкель считал электро- 
статические взаимодействия результатом вихревых движений, происхо- 
дящих на поверхнасти заряженных тел, и энергию электростатического 
поля кинетической энергией таких вихревых движений. Мы не будем 
подробнее останавливаться на этих воззрениях и в дальнейшем 
будем рассматривать электростатическую энергию поля как потен- 
циальную. ь 

$ 7. Пондеромоторные силы. Вышеприведенные теоремы о минимуме 
энергии мы можем применить для вычисления пондеромоторных 
сил, т. е. сил, действующих в электростатическом поле на заряжен- 
ные проводники. Наша теория дает мало для суждения о природе 
возникновения этих сил, но мы можем показать, что они должны суще- 
ствовать и можем подсчитать их величину. Для этого мы воспользуемся 
известным из механики принципом возможных перемещений. Представим 
себе, что рассматриваемая система находится в равновесии под действием 
внешних сил, и мы сообщаем ей произвольное, бесконечно малое 
изменение положения (состоящее в поступательном перемещении, вра- 
щении или деформации проводников). Если при этом величины зарядов 
не изменяются, то увеличение потенциальной энергии системы равняется 
работе, совершаемой при этом перемещении внешними силами. Изме- 
нение положения каждого элемента поверхности проводников может 
быть определено вектором 8, указывающим его перемещение. 

Изменение энергии поля происходит по двум причинам: во-первых, 
некоторые элементы объема, которые до перемещения были вне провод- 
ников и содержали, следовательно, энергию, оказываются после пере- 
мещения внутри проводников и не содержат более энергии, некоторые 
же другие элементы, наоборот, приобретают энергию, выходя при пе- 
ремёщении из проводников в диэлектрик. Если мы обозначим плотность 
энергии буквой И, то общее изменение энергии будет равно: 


° 
=. 0$ соз (8л) 46, 


где интеграл должен быть распространен по поверхностям всех провол- 
ников системы, а п обозначает направление внешних по отношению к 
проводникам нормалей. При выводе этого выражения необходимо иметь 
в виду, что для элементов поверхности, перемешающихся наружу и 
описывающих при этом элементы объема, заключавшие до перемещения 
энергию значение соз (п) положительно и, следовательно, величина эле- 
мента объема будет -- 8с0$ (бп) 46. Такой элемент объема вызывает 
уменьшение энергии поля, и поэтому привносимая им при интегрировании 
величина должна быть взята со знаком минус. Элементы же поверх- 
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ности, смещающиеся внутрь проводника, обусловливают увеличение энер- 
гии поля. Для таких элементов с0$ (81) отрицателен, и если мы обозначим 
плотность энергии после перемещения через (, то для увеличения энергии 
мы опять получим выражение со знаком минус. Так как величина объема 
теперь равна — 6 со$ (21) 40, а значение плотности энергии после пере- 
мещения отличается от первоначального его значения на поверхности И 
лишь бесконечно мало, то, пренебрегая бесконечно-малыми порядка 
выше первого, мы можем привносимую при таком перемещении величину 
энергии положить равной — (8 со$ (бп) 9. 

В качестве второй причины изменения энергии мы должны принять 
во внимание, что после смещения во всем диэлектрике установится не- 
сколько видоизмененное поле. Действительно, до перемещения линии 
вектора смещения были нормальны к поверхностям проводников, и если 
бы поле не изменилось, то после перемещения эти линии не могли бы 
быть нормальны к переместивитимся поверхностям проводников, и элек- 
тростатическое равновесие было бы нарушено. Таким образом после 
перемещения должно установиться новое состояние равновесия, при ко- 
тором диэлектрическое смещение в каждой точке поля будет отличаться 
от первоначального своего значения на бесконечно малую величину по- 
рядка д. Обозначим это состояние через Р и сравним его энергию 
с энергией состояния 2", которое существовало бы, если бы после пе- 
ремешения проводников внешнее поле осталось неизменным. В состоя- 
ниях Ри Р’ поверхности проводников занимают одинаковые положения 
и заряды их одинаковы и в обоих состояниях вектор диэлектрического 
смещения соленоидален. Из первой теоремы о минимуме энергии сле- 
дует, что энергия в состоянии Р минимальна. Отсюда мы заключаем, 
что искомая разность энергии в состояниях Р и Р’ порядка 8?, и мы 
можем ею пренебречь по сравнению с изменением энергии, происхо- 
дящем от первой причины. 

Таким образом работа, совершаемая внешними силами, ‘уравновени- 
вающими пондеромоторные силы поля при произвольном бесконечно 
малом перемещении проводников, равна: 


| И бсоз (п) а. 


Следовательно, работа самих пондеромоторных сил есть 
| (76 соз (бп) 45. 


Для определения пондеромоторных сил нам достаточно найти такую 
систему сил, которая удовлетворяла бы этому требованию для произ- 
вольного бесконечно малого перемещения системы проводников. Прел- 
ставим себе, что на каждый элемент поверхности проводника 4с дей- 
ствубт сила Ко. Работа, совершенная этой системой сил при 
произвольном перемещении, будет: 


| Кбсоз (9) ас. 
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Если эта система сил верно представляет пондеромоторные силы 
поля, то для любого перемещения должно соблюдаться равенство: 


| (6 со$ (дп) 46 = | К6соз (8К) 48. 


Непосредственно очевидно, что для этого сила К должна быть по- 
всюду направлена по нормали к поверхности проводника и равняется у: 


К 


$ 8. Случаи нескольких диэлектриков. Возникает вопрос о том, на- 
сколько полученные нами выше результаты сохраняют силу для случая, 
когда объем поля заполнен не одним однородным диэлектриком, а не- 


СКОЛЬКИМиИ. 


1 
Выражение №: е, $, которое мы получили выше для энергии поля, 


образованного в эфире системой проводников, несущих заряды е, и 
имеющих потенциалы 9, остается в силе и в этом случае. Сомнение 
в этом может возникнуть лишь в случае, когда некоторые проводники 
окружены со всех сторон твердыми или жидкими диэлектриками. Дей- 
ствительно, представим себе, что мы при номощи, например, пробного 
шарика переносим малыми порциями заряд из бесконечности на поверх- 
ность такого проводника. Возникает вопрос: какова работа, необхоли- 
мая для такого переноса внутри жидкого или твердого диэлектрика? 
Эту трудность можно обойти следующим образом. Представим себе, 
что от поверхности проводника до поверхности окружающего его жид- 
кого или твердого диэлектрика проделана весьма тонкая полость в виде 
трубки. Присутствие этой трубки лишь ничтожно мало изменит элек- 
трическое состояние системы, а поэтому работа переноса пробного за- 
ряда вдоль этой трубки будет лишь ничтожно мало отличаться от 
работы переноса его через диэлектрик. Ввиду этого мы можем и в рас- 
сматриваемом случае вычислить энергию поля совершенно так же, как 
и в случае эфира или газообразного диэлектрика. 

Рассмотрим теперь еще один частный случай поля в однородном 
диэлектрике, который может быть теперь и жидким и тверлым. Рассмот- 
рим конденсатор, образованный двумя произвольной формы проводя- 
щими поверхностями, расстояние между которыми, измеренное вдоль 
нормали, повсюду мало по сравнению с радиусами кривизны обклалок. 
Пространство между обкладками пусть будет заполнено однородным 
диэлектриком с диэлектрическим  коэфициентом & (при нашем выборе 
системы единиц то же значение будет иметь и удельная индукция ). 
Напряженность поля между обкладками может быть подсчитана так же, 
как и в вышерассмотренном случае плоского воздушного конденсатора. 
Действительно, так как линии смешения перпендикулярны к обоим 
обкладкам, то мы можем и в рассматриваемом случае считать трубки 
индукции прямыми цилиндрами, вдоль которых диэлектрическое* сме- 
щение постоянно. То же имеет место в отношении напряженности поля, 
и мы имеем: 

‚м. Е РР. 
а а 
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Если 5 обозначает величину поверхности каждой обкладки и если 
$5 настолько велико, что без ощутительной погрешности мы можем 
пренебречь искривлением трубок смещения на краях обкладок и влия- 
нием трубок, соединяющих не обращенные друг к другу стороны 
обкладок, то для заряда первой обкладки мы найлем выражение: 


и. — © 
АЙ р 

в. 08 —- 
а 


Следовательно, при заданной разности потенциалов заряд пронор- 
ционален диэлектрическому коэфициенту среды, заполняющей простран- 
ство между обкладками. 

Для энергии системы мы получаем выражения: 


1 1 
те 9 = о (и: 


Эти выражения показывают, что при заданной разности потенциа- 
лов энергия пропорциональна диэлектрическому коэфициенту, а при 
заданном заряде энергия обратно пропорциональна ему. 

Легко показать, что этот последний результат остается справедливым 
всегда. Для этого представим себе две геометрически конгруэнтные си- 
стемы проводников: одну —в эфире, а другую — в однородном диэлек- 
трике. Пусть в обеих системах соответствующие проводники имеют 
равные потенциалы. Предположим, далее, что для одной из систем мы 
знаем полное решение электростатической проблемы. В этом случае мы 
можем вычертить все эквипотенциальные поверхности и можем указать 
значение потенциала для каждой из них. Мы можем утверждать, что та 
же система эквипотенциальных поверхностей с теми же значениями по- 
тенциалов будет иметь место и во второй системе. Действительно, эти 
Эквипотенциальные поверхности удовлетворяют граничным условиям на 
поверхностях проводников и в бесконечности, кроме того, вне провод- 
ников удовлетворяется повсюду уравнение Лапласа, а этими условиями, 
как мы знаем, значения потенциала опредёляются однозначно. Отсюда 
следует, что в обеих системах значения напряженности поля одинаковы, 
а диэлектрические смещения и заряды во второй системе в е раз больше, 
чем в первой. Во столько же раз больше и общая энергия поля вто- 
рой системы. 

Если в обеих системах равны не потенциалы, а величина зарядов, 
то диэлектрическое смещение во второй системе должно быть равным 
смещению в первой. Напряженность поля и значение потенциала будет 
при этом во второй системе меньше в 2 раз. Отсюда следует, что энер- 
гия второй системы также в = раз меньше энергии первой системы. 

Из полученного результата выше для пондеромоторных сил непо- 
средственно следует, что в однородном диэлектрике силы эти при рав- 
ных зарядах обратно пропорциональны, а при равных потенциалах прямо 
пропорциональны диэлектрическому коэфициенту среды. Последним об- 
стоятельством пользуются для измерения е в жидких диэлектриках. Для 
Этого сравнивают отбросы, даваемые бисквитом квадратного электрометра 


7 Лоренц. Теорит электроматнитного поля. 
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в воздухе и в измеряемой жидкости при условии, что в обоих случаях 
квадранты заряжены до одинаковой разности потенциалов, путем, напри- 
мер, присоединения к полюсам гальванического элемента. 

Возвратимся теперь к случаю, когда в поле находятся различные 
диэлектрики, каждый из которых однороден и изотропен. На поверх- 
ностях соприкосновения этих диэлектриков = изменяется скачком и мы 


[Й 
уже знаем, что на таких поверхностях ф и 8 Г. остаются непрерывными 
в 


Докажем теперь, что и в этом случае общая энергия поля, равная 


1 
9 — в, 9, 


может быть вычислена, если допустить, что в каждом элементе объема 
45 поля заключается энергия, равная 


Т: 
Е. 905. 
—. 2} 45 


Это легко доказать при помощи указанных в математическом введении 
теорем таким же образом, как и для одноролного диэлектрика. 

Мы воспользуемся, однако, для доказательства этого несколько дру- 
гим математическим путем. 

Трубки смещения проходят в поле либо -от одного заряженного 
проводника к другому, либо уходят в бесконечность. На поверхностях 
соприкосновения незаряженных диэлектриков эти трубки испытывают 
преломление. Мы начнем с того, что разделим поверхность одного из 
проводников на весьма малые элементы. Трубка смещения, выходящая 
из такого заряженного элемента, либо уходит в бесконечность, либо 
оканчивается на поверхности другого проводника. Затем мы переходим 
ко второму проводнику и делим все части его поверхности, на которых 
не оканчиваются построенные ранее трубки смещения, на элементы, 
на которых мы аналогичным образом конструируем новые трубки сме- 
щения. Поступив так со всеми заряженными проводниками, мы разде 
лим весь объем поля на трубки смещения и все заряженные поверх- 
ности на элементы. Обозначим заряды элементов поверхности провод- 
ника у через е„, е.,... И Т.Д. ь 

Вышеприведенное выражение для энергии будет равно 


] 
-5 —. ен = :.:) ®.. 


Объединим в этой сумме каждые два элемента, связанные трубкой сме- 
щения, и выделим отдельно те элементы, которые связаны трубками 
смещения, уходящими в бесконечность. Каждая пара элементов первой 
группы содержит равные по величине, но противоположные по знаку 
заряды и привносит к общей энергии величину, равную 


1 
5. е, (9, — $). 


В 
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Рациональнее всего считать эту энергию распределенной по всей 
трубке смещения, соединяющей рассматриваемые элементы. Аналогично 
уходящая в бесконечность трубка будет содержать энергию, равную 


1 


9 в Я т: 


‘ 


Легко показать, что ту же энергию в каждой из трубок мы получим, 
если примем, что в каждом элементе объема поля содержится энергия, 
равная ` 


1 
> (Е. В) 25. 


В рассматриваемой трубке смещения мы получим при этом запас энер- 


гни, равный 
1 


| 5.545 


Разделим трубку смещения перпендикулярными к ней сечениями ® на 
элементы длины 405. Полученные таким образом элементы объема 
45 — ® 45. Кроме того, вдоль всей трубки (® О) =е,. При суммировании 
энергии, содержащейся в отдельных элементах объема, мы опускаем эле- 
мент объема, содержащий излом трубки (в случае, если трубка смеще- 
ния проходит через несколько поверхностей соприкосновения различных 
диэлектриков, мы опустим все соответствующие элементы объема). 
Благодаря этому общая сумма изменится лишь бесконечно мало. Мы 
получаем: 
1 


1 у 1 3 1 
Тео) = та | ВЕ ПАВ (9 —и-Р а — 9, 
в р: 


. 


1 
где 9 и Фи обозначают значения потенциала по обе стороны от поверх- 
ности разрыва непрерывности =. Вследствие непрерывности потенциала 
на таких поверхностях 9==91, и полученное выражение принимает 
ВИД: : у 


Аналогичным образом для энергии, заключающейся в трубке смещения, 
идущей от элемента поверхности 2-го проводника в бесконечность, 
МЫ получим выражение 
79 в» Фи: 
Этим доказывается, что, положив энергию единицы объема поля равной 
1 


5 (Е.5)}, 


мы получим верное значение для всей энергии поля, 
7 


: 
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$ 9. Поидеромоторные силы, действующие на диэлектрики. Исходя ` 
из вышеизложенного, можно доказать, что на тело, состоящее из 
диэлектрика, диэлектрический коэфициент которого отличается от окру- 
жающей среды, действуют пондеромоторные силы. Эти силы были экспери- 
ментально исследованы Больцманом, который при их помощи определял 
диэлектрические коэфициенты. Представим себе, что в воздухе недалеко 
от заряженного металлического шара подвешен второй шар из серы. 
Легко убедиться, что между обоими шарами должны действовать при- 
тягательные силы. Для этого достаточно доказать, что ‚общая электро- 
статическая энергия этой системы уменьиится, если, например, серный 
шар будет передвинут на небольшое расстояние в сторону металличе- 
ского шара. Присутствие шара из серы вызывает изменение потока 
трубок смещения в том смысле, что через серный шар проходит больше 
трубок смещения, чем их проходило бы в воздухе через занимаемый им 
объем. 

Этот факт можно выразить иначе, сказав, что благодаря боль- 
шему значению з в диэлектрике смещение электричества встречает в нем 
меньшее противодействие, и поэтому через серный итар будет проходить 
большее число трубок смешения. Влияние серного шара будет тем боль- 
ше, чем ближе он помещен к металлическому итару. Так как смещение 
электричества происходит в диэлектрике легче, чем в воздухе, то для 
заряжения металлического шара заданным зарядом понадобится в слу- 
чае присутствия серного шара затратить меньше работы, чем в его 
отсутствии. Следовательно, серный шар вызывает уменыпение энер- 
гии поля и уменьшение это тем больше, чем ближе мы помещаем сер- 
ный итар к металлическому. Отсюда следует, что между шарами должны 
действовать притягательные силы. Больцман сравнивал величину этих 
сил с силами, которые действовали бы на металлический . изолирован- 
ный шар, помещенный на месте серного. Оказывается, что отношение 
этих сил зависит от диэлектрического коэфициента серы. Общая энер- 
тия системы равна 


г Я. 


и так как только первый шар заряжен, то нам достаточно определить, 
как изменится его потенциал 9, благодаря присутствию второго изоли- 
рованного шара или шара из серы. Допустим, что расстояние 6 межлу 
шарами велико по сравнению с их радиусами. В этом случае мы можем 
считать поле первого шара в месте, где помещается второй пар, одно- 
родным, и нам необходимо исследовать, как изменится это поле благодаря 
внесению второго итара. Для случая металлического шара решение по- 
лучается из соображений, приведенных в $ 3 настоящей главы. Мы 
нашли там для потенциала в любой точке выражение: 


] 8. 
р бен” 
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Очевидно, что третий член этого выражения читывает влияние 
металлического птара. 
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Чтобы найти поле, получающееся благодаря внесению серного шара, 
мы попробуем взять аналогичное решение и допустим, что вне серного 
шара потенциал равен: 


х 
и=С—Вх-а 8 


Потенциал внутри шара не может, очевидно, быть выражен этим 
5 
выражением, так как в центре шара терм м обращается в бесконеч- 


ность. Поэтому мы предположим, что внутри серного шара 

91 =С, — А; х, 
т. е. мы предполагаем, что поле внутри шара однородно. Значение по- 
тенциала на поверхности шара должно оставаться непрерывным. Это 
дает для любого х соотношение: 


Хх * 
С— Ва з=с,— Ал, 


откуда слелует, что 
[е 
АО В 


Далее, нормальная составляющая смещения О также должна быть 
непрерывной на поверхности серного шара. Для внешней нормали к но- 
верхности серного шара мы находим 1: 


= ( == Еосоз (г, + 
п Е ом 


Для внутренней нормали, обозначив диэлектрический коэфициент 
серы буквой в, получаем: 


2, = —е (5) о СОТ 
г=й ы 


20603 (№ 1) 


а3 к 


р 


Из условия непрерывности нормальной составляющей О, следует, что 


За а 
Во ве (&—5) 


и, следовательно, 
5—1 


‘== Ва 
® = 2 
В связи с вышеизложенным мы заключаем отсюда, что сила, с ко- 
торой притягивается серный шар, больше силы притяжения металли- 
$ — 
2 
Больцман измерял эту силу притяжения при помощи крутильных 


весов и вычислял отсюла значение диэлектрического коэфициента для 
серы и дрмих диэлектриков. При выполнении измерений получаются’ 


ческого шара в раз. 


1 Здесь 1 одрежному обёзначает единичный вектор, направленный вдоль 
бси Х. Прал, ред. 
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следующие затруднения. Благодаря загрязненности и конденсации паров 
волы на поверхности диэлектрика легко образуется проводящий слой. 
В начале опыта при заряжении шара возникает поле, линии которого 
проходят через диэлектрический шар примерно так, как изображено 
в на фиг. 13. При этом потенциал 
убывает вдоль силовой линии так, 
что потенциал в В больше, чем в А. 
Благодаря этой разности потенциа- 
лов вдоль плохо проводящей поверх- 
ностной пленки в направлении АСВ 
возникает ток, выравнивающий посте - 
пенно разность потенциалов. Когда 
это выравнивание наступит, то поле 
ыы получается такое же, как и в случае 
Фиг. 13. проводящей среды. Чтобы избежать 
этого затруднения, Больцман перио- 
дически изменял знак заряда на металлическом шаре с такой ча- 
стотой, что только что указанные поверхностные токи не успевали раз- 
виться и заметным образом изменить распределение потенциалов па 
диэлектрическом шаре. 
$ 10. Произвольные системы проводвиков. Рассмотрим теперь еще 
раз систему, состоящую из и проводников, находящихся в совершенно 
произвольной диэлектрической среде. Нашей задачей будет определе- 
ние находящихся на этих проводниках зарядов, если нам известны их 
потенциалы и, наоборот, определение потенциалов проводников по 
заданным значениям зарядов. Каждая из этих задач может быть сведена 
при помощи указанного в & 1 этой главы принципа супернозиции к 
решению м более простых задач, которые мы и рассмотр им ниже. 
Пусть одно из возможных электрических состояний системы опре- 
деляется распределением потенциалов’, а другое 9”. Составляющие 
напряженности поля в первом состоянии будут в любой точке поля 


Е, =—-- ———- Е Е с 


и диэлектрическое смещение О’===Е' [для анизотронного диэлектрика 
это последнее равенство заменяется равенством (18') гл.1, $ 8]. Анало- 
гично для второго состояния 


В В ЕО № В. 
| _ - 
Мы получим новое возможное состояние системы, если положим 


и —=%' + $”, причем напряженность поля в этом новом состоянии будет 
иметь составляющие 


9$ ‹ 9 
х Е Е ’ ЕЕ 
- 9х’ ” ду ы 92 
тв 
В + Е", ь Й 
а диэлектрическое смещение В—еЕ, т. е. Б==0’-- О". 
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Легко видеть, что это последнее соотношение остается в силе и при 
анизотропном диэлектрике. Это новое состояние системы возможно, 
так как 1} $ постоянно на поверхности каждого проводника (вследствие 
постоянства на них 9'’и 6"), 2) Чу ==0 во всем поле (так как у 0’ —0 
и 910" —0) и 3) на всех поверхностях разрывов непрерывности тан- 
тенциальные составляющие Е и нормальные составляющие О остаются 
непрерывными (так как те же условия выполняются для О’ и О"). 
Заряд А-го проводника, который мы обозначим индексом А, в этом 
новом состоянии будет: 


о О |; 2. 5. 95 == 8, пы, 


Следовательно, заряд в новом состоянии равен просто сумме заря- 
дов исходных состояний, 

Доказав этот принции суперпозиции для двух состояний, мы можем 
аналогично распространить его на любое большее число состояний. 
Частным случаем этого является суперпозиция одинаковых состояний, 
ири которой, очевидно, значение нотенциала Ф в любой точке попросту 
умножается на число накладывающихся состояний. 


После сказанного ясно, что мы можем найти заряды ©, 6, ...е, 
при`заданных значениях потенциалов проводников 91, 9.,...®,, если мы 
решим и следующих более простых задёч: 

Найти заряды проводников, если за-” Пусть мюлучающиеся значення зару- 
данные значения потенциалов равны: дов соответственно равны; 
1 0, 0, ев 0 Ра, Рэт» Рзт) м Вил 
©. Е) Риз, Ра» Ра» о 
О .. 1 р и Е. ож 


тогда согласно предыдущему мы те 


2—1 21 -- да -- ‚-7Ры® 2», | 
5 п 9: 7 Ра +. ... СПР т. 
е ры Ра + она рт ти * 
При помощи этих линейных уравнений мы можем найти потенциалы, 
как функции зарядов: . 
ре | | т | 
9911 -- 912 6 К 936... 9. ие, | 
_ = _ т Че 65 та бо бен. 9, 
—. е, Че, е, м. 23 Е 2755 —- Чи: , 
И 4 имеют значение аналогичное р, так, например, 
9,, обозначает потенциал первого проводника, если А-Й проводник не- 
сет заряд 1, а все остальные имеют заряды, равные нулю. 
Из рассмотрения энергии системы мы получим следующее важное 
соотношение между этими коэфициентами. Общая энергия поля равна 


‘511 1 и 
о о 29 = 49-9 +. 9% (в 4 де,е,-- 
ака -Реее --.,. А 5 О. 


(16) 


(17) 
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Как мы видели выше, работа, необходимая чтобы перенести заряд 4, 
из бесконечности на поверхность А-го проводника, должна, с одной сто- 
роны, равняться 9,4е,, а с другой — равна изменению энергии поля, 


А 
т.е. 46» Таким образом мы получаем, что 
92» 
ЗА 
= 0,,. 
де» 


у 


91 
Вычислив Е. из вышепривеленного урависния энергии и прирав- 
96 
А 
няв сго взятому из (17) значению 9,‚, получаем: 


1 1 
— (Ч + Ча) е: = 5. (ЧЕ ды) е----- 9ые,-Р ... 


1 
и о А, | , 
> 2 то (9 я Чы) бе -ь в Ча бе + Г 9да би. 


Так как это соотношение должно иметь мссто, независимо от вели- 
чины зарядов проводников е.,65,...,е,„, то из него следует, что 


У = Фик 


Это и есть искомое соотношение между коэфициентами, 9, выража- 
ющее очень важное взаимоотношение, которое может быть слелующим 
образом выражено словами (принция взаимности): 

Если в произвольной системе проводников, окруженных произволь- 
ными диэлектриками, мы рассмотрим два любых проводника А и В, 
то значение потенциала, который получит проводник В в случае, если 
только проводник А будет заряжен, равно тому значению потенциала, 
которое получит проводник А, если из всех проводников будет заря- 
жен только проводник В и притом тем же зарядом, который в первом 
случае находился ча проводнике А. 

Если в равенствах (17) исключить при помощи (16) величины заря- 
дов е, то мы получим соотношения между коэфициентами ри 0. 
Исходя из этих соотношений, очень легко показать, что из вышеполу- 
ченных соотношений следует, что: 


Рьр == Рид. 


Это означает, что величина заряда, возникающего на проводнике В 
в случае, если все проводники кроме А отведены к земле, а провод- 
ник А заряжен до заданного потенциала, равняется величине заряда, 
который индуктируется на А в случае соединения с землей всех про-. 
волников кроме В и заряжения В до того же значения потенциала, . 
которое имел раньше А. 

$ 11. Заряды на изоляторах. Нам остается еще затронуть один воп- 
рос, относящийся к основным электростатическим явлениям, а именно: 
вопрос о появлении электрических зарядов на диэлектриках. Мы: не 
будем здесь излагать теории возникновения таких зарядов, а покажем 
только на одном примере, как должны быть изменены наши основные 


ЗАРЯДЫ НА ИЗОЛЯТОРАХ 105 


уравнения при учете таких зарядов. Для этого опять весьма полезным 
является представление об электричестве как о несжимаемой жидкости, 
Представим себе, например, что на поверхности стеклянной пластинки 
находится положительный заряд с поверхностной плотностью 6. Если 
в поле нет никаких других зарядов, то эти заряды вызовут диэлектри- 
ческое смещение как в стекле, так и в воздухе. При этом в обоих 
случаях смещение будет направлено от заряженной поверхности наружу. 
На это смещение может налагалься еще смещение, вызванное другими 
находящимися в поле зарядами, которое остается непрерывным на рас- 
сматриваемой поверхности. 

Чтобы найти закон изменения смещения ири проходе через заряжен- 
пую поверхность диэлектрика, мы применим те же рассуждения, кото- 
рые приводят в случае отсутствия зарядов к заключению о непрерыв- 
пости нормальной составляющей смещения. Для этого рассмотрим 
элемент объема, ограниченный поверхностью цилиндра, основания кото- 
рого параллельны заряженной поверхности и лежат по обе ее стороны. 
Пусть высота этого цилиндра весьма мала по сравнению с размерами 
оснований. Обозначим вырезаемый этим цилиндром элемент заряженной 
поверхности через 45. Заряд, находящийся внутри поверхности, будет 
в этом случае равен 04$. Вследствие несжимаемости электрической‘жид- 
кости поток смещения ее через рассматриваемую замкнутую поверх- 
ность должен иметь то же значение. Эти соображения приводят к ра- 
венству: 


(2,7 — (би = с, 


где положительное направление нормали считается направленным от сто- 
роны //Г к стороне Л. 


е 


Глава Ш» 


ПОСТОЯННЫЕ ТОКИ. 


$ 1. Введение Постоянные токи могут существовать только в про- 
волниках, так как в диэлектрике такой ток вызвал бы нарастание смеще- 
ния до бесконечности. Для поддержания в проводнике постоянного тока 
псобходимо, чтобы на заряды действовала подталкивающая сила ностояп- 
ной величины и направления. Отсюда следует, что постоянный ток не 
может возникнуть благодаря индукционному действию изменяющегося 
магнитного поля, Действительно, если бы это имело место, то интеграл — 


а 
о В, 45, 
` = й 
распространенный по всей ограниченной контуром тока поверхности, 


должен был бы иметь постоянное значение. Это было бы возможно 
только при условии, если бы магнитный поток через контур тока 


(2, 45 неограниченно увеличивался бы со временем, чфо, очевидно, 


невозможно. Поэтому мы будем в дальнейшем считать, что в случае 
постоянного тока магнитная индукция (следовательно, и напряженность 
магнитного поля) не меняются со временем. , 

Кроме электростатических сил, о которых шла речь выше, мы 
находим в природе еще целый ряд других сил, могущих приводить’ 
электрические заряды в движение. Мы будем называть их электродвн- 
жущими силами и будем обозначать напряженность их поля буквой Е», 
подразумевая под этим вектор, равный силе, действующей на единицу 
положительного заряда. 

В изотроином проводнике мы можем считать плотность тока равной; 


—=-—(Е--Е,), 


1 
гле р обозначает удельное сопротивление, а — удельную проводимость 
в 


проводника. Ток может отсутствовать и в случае наличности электро- 
движущих сил, если электростатические и электродвижущие силы взаимно 
уравновешиваются, т. е. если во всем пространстве Е = —Е,. Так как 


для любой замкнутой линии в 45 = 0, то в этом случае должно иметь 


место и равенство И 45 =0. Если это условие выполнено для любого 


замкнутого пути, то электродвижущие силы не могут вызвать движения 
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электрических зарядов по замкнутым путям, т. е. постоянных токов. 
Однако и в этом случае электродвижущие силы будут вызывать времен- 
ные движения электрических зарядов, которые поведут к накоплению 
электрических зарядов на отдельных частях проводника. Это наконление 
будет продолжаться до тех пор, пока возникшее вследствие этого 
электрическое поле не скомпенсирует поля электродвижущих сил Е,. 
Устанавливающиеся при этом значения разностей потенциалов должны, 
следовательно, удовлетворять условию, что для любого нанравления, 
90 Я 

ме © ей 
любыми точками А и В в проводнике будет равна: 


. Отсюда следует, что разность потенциалов между двумя 


В 
о = | 45. 
А 


Такие разности потенциалов возникают, например, при соприкосно- 
вении двух металлов. При этом мы должны допустить, что на поверх- 
ности соприкосновения действуют электродвижущие силы такого рода, 
что для любой замкнутой кривой, проведенной: целиком внутри провод- 


ника, интеграл Е, 45 исчезает. Значение же этого интеграла, взятого 


по кривой, соединяющей любую точку А проводника с любой точкой В 
второго проводника, имеет отличное от нуля значение, зависящее 
только от рода соприкасающихся металлов и равное разности потен- 
циалов между ними. 

Термодинамические соображения приводят к подтверждаемому на 
опыте заключению, что при постоянной температуре разность потенциа- 
лов между двумя металлами не зависит от того, соприкасаются ли они 
непосредственно или между ними находятся еше другие металлы. От- 
сюда непосредственно следует, что если на концах соприкасающихся 
металлов находятся два куска одного и того же металла, то разность 
потенциалов между ними будет равна нулю. Однако, если в таком 
ряду находится и электролит, то последнее утверждение не верно, мы 
получаем конечную разность потенциалов между концами (полюсами) 
цепи. На этом свойстве электролитов основано действие гальванических 
элементов. 

Вышеуказанное состояние равновесия в отсутствии тока возможно 
только в том случае, если для любого замкнутого контура, целиком 
расположенного внутри проводников, 


[24-0 


Если хоть для одного замкнутого контура Этот интеграл отличен 
от нуля, то электричество будет двигаться и возникнет ток. 

Если, например, металлическая пластинка соприкасается © электро- 
литом, то мы не можем, конечно, избегнуть неоднородностей на этой 
поверхности. Благодаря этому всегда можно провести маленькие замкнутые 
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контуры таким образом, что они пересекут границу соприкоснове- 
ния в двух точках Ри О, в которых действуют различные электро- 
движущие силы. Вдоль такого контура вышенаписанный интеграл отли- 
чен от нуля,‘и поэтому здесь возникают местные замкнутые токи. 
В гальванических элементах токи эти являются причиной неравномерного 
разъедания цинков. . 

$ 2. Закон Ома. Представим себе цепь проводников, в которой дей- 
ствуют электродвижущие силы. Пусть на обоих концах цепи нахо- 
дятся одинаковые металлы, не соединенные проводником, так что цепь 
тока не замкнута. Если в начальный момент потенциал вдоль всей цепи 
проводников имел постоянное значение, то Е в этот момент повсюду 
равно нулю. Но в таком случае Е-РЕ, не может быть всюду нулем 
(так как Е, 0), и вследствие этого возникает ток. Этот ток, воз- 
никший в незамкнутой цени, вызывает накопление зарядов и нарастание 
разностей потенциалов, которое будет продолжаться до тех пор, пока 
напряженность возникшего электростатического поля не уравновесит 
электродвижущих сил и не прекратить тока. В. однородных частях цепи 
значение потенциала будет после этого постоянным, но на поверх- 
ностях соприкосновения различных проводников, где действуют элек- 
тродвижущие силы, мы будем иметь скачок потенциала. Величина его 


будет равна Е ь 


чз — фаз [Е,,45, () 
А 


где А и В — две произвольные точки соприкасающихся проводников, 
лежащие по обе стороны от поверхности соприкосновения. 

Так как точки А и В мы можем взять очень близкими, то мы можем 
говорить о скачке потенциала. Разность потенциалов на концах цепи 
будет равна сумме скачков потенциала на всех поверхностях соприкос- 


— / 
повения, Эта сумма будет, очевидно, равна я 45, распространенному 


на всю длину цепи. Эту величину обычно называют общей электро- 
движущей силой цепи. 

Представим себе теперь, что наша цепь линейна и мы замыкаем 
концы ве проводником. При этом в цепи возникает ток, плотность 
которого будет равна 


1 
С, = р. {Е, -_ Не . 


Индекс $ обозначает здесь направление элемента длины цепи. Обозначим 
поперечное сечение н шей линейной цепи буквой ®, а силу протекающего 
по ней тока — буквой #. Тогда количество электричества, протекающего в 
единицу времени через это сечение, будет равно Сю, и вследствие несжи- 
маемости электричества (вследствие соленоидальности С) величина эта 
‚ постоянна вдоль всей цепи. Вышенаписанное равенство в этих обозначе- 
ниях напишется так: 


: 1 
} = Е, -ь - ь (2) 
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Из равенства (2) Е, может быть исключено при помощи интеграции 
по всей замкнутой цепи тока. Так как интеграл от напряженности 


электрического поля вдоль любой замкнутой кривой равен нулю, то мы 
получим: 


[|= Е, 48. (3) 

Это равенство является выражением закона Ома. 

В согласии с вышеизложенным значение интеграла, стоящего в правой 
части, мы называем общей электродвижущей силой цени и обозначим 
ее буквой Р. Интеграл, стоящий слева, есть омическое соп ротивление 
цепи, зависящее только от свойств и размеров проводников, образую- 


щих цепь. Мы будем обозначать его буквой г. Наше равенство примет 
тогда вид; и 
ИИ. } (4) 


Под электродвижущей силой, действующей в некоторой части цепи, 
например, между точками Аи В, мы будем подразумевать значение 
В 


интеграла [2.4 и будем обозначать ее через Р,з. Аналогичным 


А 
образом мы будем называть сопротивлением участка АВ величину 


В 
пав | — 45. 
А 


Из равенства (2} путем его интегрирования между точками А и В 
мы получаем: 


А 


5 


ИЛИ 


Рав — Ив ФД. (5) 


В случае отсутствия тока из (5) мы опять получаем равенство (1). 
Далее, исходя из (5), легко объяснить давно известный факт уменьше- 
ния разности потенциалов межлу полюсами гальванического элемента 
при его замыкании. 


Для участков цепи, в’ которых не действуют электродвижущие силы, 
вышенаписанное равенство переходит в 


Ид == в. (6) 
Эти разности потенциалов имеют важное физическое значение. Благо- 
даря им движение электричества происходит вдоль всей цени тока, 
тогда как электродвижущие силы действуют только на отдельных уча- 
стках (поверхностях соприкосновения) и только в этих местах гонят 
электрические заряды от одного проводника к другому. Из-за этого 
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возникают вышеуказанные скачки потенциала, выравнивающиеся благо- 
даря падению потенциала в соединительных проводниках. 

Мы можем создать себе картину, аналогичную электрическому току, 
если представим себе несжимаемую жидкость, заполняющую замкнутую 
трубку с упругими стенками, в одном из участков которой действует 
какая-либо причина (аналогичная электродвижущей силе), вызывающая 
движение жидкости вдоль трубки. Вблизи этого места в направлении 
движения жидкость будет выгибать стенки трубки наружу, увеличивая 
ее ‘сечение. В электрическом случае это соответствует заряжению про- 
водника (положительным зарядом), о чем будет еще речь’ ниже. По 
другую сторону от места, где находится вызывающая движение жидко- 
сти причина, стенки будут, наоборот, втягиваться внутрь, и сечение 
трубки уменьшится (это аналогично отрицательным зарядам). Разви- 
вающиеся благодаря этим деформациям стенок упругие силы соответ- 
ствуют диэлектрическим напряжениям среды. Силы эти вызывают 
падение давления вдоль трубки, которым и обусловливается движение 
жидкости вдоль всей трубки. В электрической цепи этому соответ- 
ствует падение потенциала, т, е. электрическое поле, направленное вдоль 
течения тока. 

$ 3. Электрическое поле, существующее вокруг цепи тока, Если нам 
известно распределение электродвижущих сил и сопротивлений в цепи, 
то при помощи вышеприведенных уравнений мы можем определить вели- 
чину силы установившегося постоянного тока и разности потенциалов 
между любыми точками цепи. Но абсолютное значение потенциалов 
остается при этом неопределенным. Это совершенно понятно, ибо, ни- 
чего не изменяя в распределении электродвижущих сил, сопротивлений 
и токов, мы, очевидно, можем, изолировав нашу систему, сообщить ей 
любой заряд, который поднимает значение нотенциала во всех точках 
цепи на любую величину. Если же мы примем, что общий заряд си- 
стемы равен нулю, то значение потенциала в каждой точке может быть 
определено следующим образом: обозначим значение потенциала в про- 
извольно выбранной точке, © цепи буквой 91. При помощи вышепри- 
веденных уравнений мы можем тогда найти значение потенциала в любой 
другой точке цепи как функцию 9.. Найдя, таким образом, распреде- 
ление значений потенциала на поверхности проводников, мы можем 
при помощи общих уравнений электростатики найти распределение но- 
тенциалов и напряжений поля во всем пространстве, окружающем 
цепь тока. Написав, далее, выражение для электрического смещения и 
проинтегрировав его по поверхностям‘ всех проводников, образующих 
цепь, мы найдем выражение общего заряда в функции 9. Положив 
Этот заряд равным нулю, мы получим уравнение, из которого сможем 
определить. абсолютное значение $). : 

Чтобы вычислить значение Ф':, мы выразим его через две вспомога- 
тельные величины, имеющие простое физическое значение. Представим 
себе сначала, что точка О соединена с землей, следовательно, ее 
потенциал равен нулю. Устанавливающееся при этом электрическое 
состояние вполне определено этим условием и оставшимся неизменным 
распределением значений, токов. Значение заряда цепи е, может быть 
при этом вычислено вышеуказанным образом. Далее, представим себе, 
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что вся система изолирована и мы заряжаем ее до тех пор, пока 
потенциал точки © (имевшей ранее нулевой потенциал) не получит 
значения 9. Если емкость системы С, то необходимый для этого 
заряд будет равен С$:. Действительное электрическое состояние си- 
стемы может быть теперь получено суперпозицией состояний, при 
которых в присутствии токов точка () отведена к земле и при котором 
потенциал всей системы увеличен на 9,. Заряд, находящийся на про- 
водниках системы в этом действительном состоянии, будет равен’ 
е. -- Сф:. Согласно условию должно быть: 


1 
е. = (9: =0, 
откуда 


Хотя общий заряд и равен нулю, но плотности зарядов на отдель- 
ных частях цели могут достигать в отдельных случаях значительной 
величины. Это имеет, например, место в трансатлантических кабелях, 
где благодаря емкостным влияниям плотности зарядов повышены. (Ме- 
таллический провод и окружающая изоляцию оболочка и морская 
вода образуют обкладки цилиндрического конденсатора. „Сходство с 
электростатическим случаем увеличивается при этом еще тем, что по- 
тенциал лишь весьма медленно изменяется вдоль провода.) 

Однако между полем, окружающим проволоку, по которой течет 
постоянный ток, и электростатическим полем заряженной проволоки, есть 
существенное отличие: в случае тока линии напряженности 
электрического поля не нерпендикулярны к поверхно- 
сти проводника, так как поверхность эта не эквипотенциальна. 
По той же причине линии поля мотут в случае тока проходить между 
различными частями одного и того же проводника, что в электроста- 
тике невозможно. Можно. даже указать случаи, когда все линии поля, 
выходящие из одной части проводника, оканчиваются на других частях 
того же проводника. Это имеет, например, место в многослойных 
катушках. В таких катушках, так же как в кабеле, могут скопляться 
большие заряды, так как последовательные слои обмотки являются как 
бы обкладками конденсатора. 

$ 4. Законы Кирхгофа. Рассмотрим произвольную сеть линейных 
проводников, в некоторых из которых действуют электродвижущие силы. 
Рассмотрим вопрос о силах токов, текущих в отдельных проводниках. 
Этот вопрос разрешается законами Кирхгофа, которые могут быть 
легко получены из наших общих уравнений: 

Первый закон Кирхгофа вытекает из несжимаемости электри- 
ческой жидкости и может быть выражен так: в любой точке разветвления 
количества притекающего и утекающего электричества равны. Если 
условиться считать ток, притекающий к точке разветвления, положи- 
тельным, а утекающий отрицательным и обозначить силу тока через ©, 
то закон этот можно выразить следующей формулой: 


51=0. 
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Второй закон, Кирхгофа вытекает из того, что линейный 
интеграл от напряженности поля, взятый по любому замкнутому контуру, 
равен нулю. 

В качестве замкнутого пути интегрирования мы выбираем любой 
замкнутый контур, образованный разветвленной сетью проводников, 
и фиксируем в нем некоторое направление обхода, направленный вдоль 
которого ток мы будем считать положительным. 

Из полученного выше равенства 


0 
. > @&=8, 48-Е, 48 
© 


следует, что вдоль такого контура 


ь е-[.4 


В интеграле, стоящем слева, значение { не является теперь постоян- 
ным вдоль всего пути интегрирования, но, конечно, остается постоянным 
на каждом участке контура от одной точки разветвления до ближайшей. 
Если мы обозначим для каждого такого участка цели 
значение действующей в этом участке электродвижущей 


силы через =| Е, 98, то второй закон Кирхгофа мо- 


3 жет быть выражен уравнением: 
ле, 


` 

В качестве примера найдем распределение токов в 
мосте Уитстона, изображенном схематически на фиг. 14. 
Две точки А и В соединены с полюсами источника 
тока. Между этими точками включены параллельно две 
цепи, две произвольные точки которых С и Д соеди- 
В  нены проводником. Необходимо найти силы токов, те- 

кущих по отдельным участкам цепи. Первый закон Кирх- 

гофа дает для трех точек разветвления соотношения между 

искомыми токами. Требуемое этим законом соотношение 
для четвертой точки оказывается. несбходимым следствием первых трех. 
Обозначим значение силы тока в цепи ВЕА буквой &, тогда в Г. 
влениях АС и АД мы можем обозначить силы токов через | и 2— и 
а в разветвлениях ВС и ВО через № и {— &. 

Вышеуказанные соотношения для точек разветвления Си Д дают 
для тока в СБ значение & --&. Если сопротивления в цепях ВБА, 
‚26, 40, ВФ ин СО равны соответственно и, и, 7», 7, м и #5, а элек- 
тролвижущая сила элемента равна Л, то из второго закона Кирхгофа 
мы получаем: : 


0 


Фиг. 14. 


для контура АСО: пи - (1-5), — 
для контура ВСО: &и,- (р ь)% —@ 
для контура ВЕАС: . п—Ь=Х, 


Эти три уравнения позволяют определить три неизвестные значе- 
НИЯ токов. 
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Вместо второго закона Кирхгофа при рассмотрении подобных про- 
блем можно всегда применить равенство (5) для каждого участка нели, 
лежащего между двумя точками разветвления. Этот последний способ 
подсчета имеет даже то ‚преимущество, что при нем непосредственно 
ВИДНО, что мы можем написать столько же уравнений, сколько мы имеем 
неизвестных. Действительно, если мы имеем п точек разветвления и из 
каждой выходит, например, три провода, то общее число проводов 


Зв Зи ь 
равно 5”. Следовательно, неизвестными являются °) значений сил 
токов и Л значений потенциала в точках разветвления. Так как нам 
необходимо определить только значения разностей потенциалов, то мы 
можем одно из значений потенциалов выбрать произвольно. Таким 


Зп 
образом остается г. п— 1 неизвестных. Равенство (5) дает для 


о 
ой 
каждого провода одно уравнение. Таким образом мы получаем о Не 


зависимых уравнений. Первый закон Кирхгофа дает нам одно уравне- 
ние для каждой точки разветвления. Однако, если требуемые первым 
законом условия соблюдены для и —1 точек разветвления, то они сами 
собою выполняются и для и-Й точки. Таким образом первый закон дает 
нам только и—1 независимых уравнений, что вместе с вышеуказан- 


Зв , 
ными дает систему Ве | независимых уравнений, позволяющих 


Зп 
определить -- -- 2—1 неизвестных. 


Для такой сети проводников имеет место теорема взаимности, 
напоминающая аналогичное соотношение, которое мы нашли в электро- 
статике для произвольной системы проводников. 

Если электродвижущая сила действует только в одном звене цепи 
и вызывает в некотором другом звене известную силу тока, то такая же 
сила тока возникает в первом звене, если электродвижущая сила будет 
перенесена во второе звено. 

Чтобы доказать эту теорему, обозначим концы первого звена индек- 
сами 1,2, а концы второго индексами 3, 4. Соответственно этому обо- 
значим в первом случае (когда электродвижущая сила действует в пер- 
вом звене) силу тока, возникающую в первом проводнике, через й,, 
а его сопротивление буквой г,., а силу тока во втором звене и его со- 
противление через &,, И #... 

Тогда мы получим: 


для первого звена: "аа, — 9-Е, 
для второго звена: а, 9. 0. 

для каждого из остальных звеньев: 7», =, — ФФ» 

для каждой точки разветвления: ь 2—0 


Во втором состоянии (когда электродвижущая сила переключена 
во второе звено) мы будем обозначать силы токов и значения 
потенциалов теми же буквами, но со значками ('). ь 


ее п 
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Таким образом мы получим систему уравнений: 


т ' ‚ 
для первого звена: "о р .} — 92 5 
для второго звена: "за р т Ел, 
для каждого из остальных звенеев: бы 1 = ео ; 


для каждой точки разветвления: м 


Чтобы сравнить значения 7,., даваемые первой системой, со значе- 
нием Г даваемым второй, мы умножим уравнения первой групны со- 


ответственно на 1 т С: и сложим полученные произведения, аналогично 


умножим уравнения второй группы ссответственно на 4, 44, и также 
сложим. В полученных таким образом двух равенствах левые части то- 
ждественны, следовательно, правые части равны, и мы получим: 


Ль- У (—ды=Лы Уфы. 


Если раскрыть скобки под знаками сумм и сгруппировать члены 
с одинаковыми значениями $, то мы можем, очевидно, в каждой группе 
вынести значение 9, например ф„, за скобки и получить $, У Ё,. Здесь 
сумма будет распространяться на все токи, относящиеся к А-ой точке 
разветвления. Так как каждая такая сумма по первому закону Кирхгофа 
равняется нулю, то мы приходим к заключению, что в вышенаписан- 
ном равенстве все выражения, стоящие под знаками суммы, исчезают. 
Сократив оставшиеся члены на Х, мы получаем искомый результат 
„т 
а 
$ 5. Выделение тепла электрическим током. Рассмотрим опять уча- 
сток цели тока между точками А и В, между которыми вследствие 
какой-либо причины поддерживается постоянная разность потенциалов 
Ф4—Фв. Вследствие этого в этом участке течет постоянный ток 


Флд- Фв й 


ГАВ 


== 


При этом в любой промежуток времени т от А к В протекает ко- 
личество электричества, равное Я. Чтобы разность нотенциалов между А 
и В осталась неизменной, необходимо, чтобы равное этому количество 
электричества было перенесено, например, по остальной части цепи 
от В опять к А. Для этого необходима затрата работы в количе- 
стве (94—99). Эту энергию, очевидно, доставляют силы, поддержи- 
вающие постоянной разность потенциалов (в случае замкнутой цепи это 
электродвижущие силы). Эта энергия выделяется в участке АВ цепи 
в форме тепла У. Таким образом в течение каждой единицы времени 
в рассматриваемом участке выделяется тепло - 


= (А в) = Ридв. (7) 


Равенство (7) выражает закон Джоуля. Для случая замкнутой 
неразветвленной цели, в которой действует электродвижущая сила Г, 
равенство (7) принимает вид: 


: = 2. (8) 


ВыдеЛЕНИЕ ТЕПЛА ЭЛЁКТРИЧЕСКИМ ТОКОМ №05 


Следовательно, И выражает мощность, развиваемую в цепи электро- 
движущими силами. 

Рассмотрим теперь выделение тепла в некоторых случаях, когда токи 
не остаются постоянными. При этом мы не будем пока рассматривать 
явлений, имеющих место при установлении тока, при наличии само- 
индукции, так как этот вопрос будет разобран в следующей главе. 
Точнее выражаясь, мы не будем здесь учитывать влияния изменений 
магнитного поля, окружающего проводник, и будем поэтому считать 
линейный интеграл от напряженности электрического поля, взятый по зам- 
кнутому контуру тока равным нулю. - 

Рассмотрим в первую очередь разряд конденсатора. Пусть потен- 
циалы пластин конденсатора до соединения их проводником были Фот 
И 90, а заряды их е, и — © 1. Общий запас энергии до разряда по- 


+ 


1 
этому равен 5 60 (Фо! — 903). При соединении пластин проводником 


в нем возникнет ток, благодаря которому конденсатор разряжается, 
электрическая энергия поля исчезает, превращаясь в эквивалентное ко- 
личество тепла. 

Во время существования тока заряд пластин “конденсатора и их 
разность потенциалов непрерывно уменьшаются. Обозначим для дан- 
ного момента времени значения заряда через е, потенциалов че- 
рез 9; и. и силы тока (считаемого положительным в направлении 
от первой пластинки ко второй) через #. Если сопротивление соединя- 
ющего пластины проводника есть и, то - 


= — 9, 


или, вводя емкость конденсатора ©: 


Отсюда следует, что и ток Ё непрерывно уменьшается при разряде. 
Величина уменышения заряда за время @Ё равна #42. 
Следовательно, 


и вышенаписанное уравнение принимает вид: 


ае е 
—7 о - 
4 С’ 
откуда после интеграции 
Е 
ше= — — СОП$Ё, 
ый 


+ В этом параграфе мы будем обозначать электрический заряд буквой е в отли 
чие от основания натуральных логарифмов е, Прим. ред: 


ре 
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Значение постоянной интеграции мы можем определить из условня, 
что в начальный момент (1—0), с которого начинается разряд, значе- 
ние заряда е равно е,. Окончательно мы получаем: 


Согласно этому уравнению время, в течение которого заряде и сила 
тока { уменьшаются до нуля, равны бесконечности. Этот результат про- 
тиворечит опыту, который показывает, что время, в течение которого 
заканчивается явление разряда, весьма мало. Объяснение этого проти- 
воречия состоит в том, что, как только время Ё становится сколько- 
нибуль значительным, по сравнению ст С, значения е и 1, даваемые 
вышеполученной формулой, принимают столь малые значения, что прак- 
тически мы их можем считать равными нулю. Такое асимитотическое 
спадание до нуля, при котором уже спустя малое время уменьшающаяся 
величина становится неощутимо малой, довольно часто встречается в фи- 
зических проблемах. 

Энергия конденсатора в любой момент разряда равна 


1 е2 
и . 


Уменьшение этой энергии в элемент времени 4 равное выделяюшще- 
муся за это время количеству тепла, по- 


о лучается равным: 
—— в ае 2" 
= — = Е — [2 
| и 
/ 


Следовательно, И в этом случае имеет 


№ 
место закон Джоуля. Далее, нетрудно убе- 
ве диться в том, что общее количество вы- 
> делившегося в течение разряда тепла рав- 
Фиг. 15. но начальному запасу электростатической 


энергии конденсатора. Для этого доста- 
точно проинтегрировать вышенаписанное равенство по времени в пре- 
делах от Ё=0 до {—0. Мы получаем: 


[©] [0 ) р 9.) 91 9 
е Е 6 
ое ПРЕ — 0 п р 
[рае | ва е И 
о ‘о ‘ 0 


Рассмотрим, далее, разряд двух последовательно соединенных кон- 
денсаторов (фиг. 15), из которых в начале разряда первый заряжен, 
а второй нет. Пусть А и В обкладки заряженного конденсатора, на- 
чальные зарялы которых |-% и — © и емкость которого равна С., 
а Си Л обкладки незаряженного конденсатора, емкость которого 


` 
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равна С,. При разряде в соединительных проводах возникают токи в на- 
правлении, указанном стрелками. Если мы пренебрежем смещениями 
электрических зарядов в диэлектриках вне конденсаторов, то сила тока { 
в любой момент времени будет одинакова вдоль всей пели. Если г обо- 
значает общее сопротивление соединительных проводов АД и СВ и если 
мы обозначим заряды конденсаторов в данный момент времени через =. 
и 6», то уравнение (6) дает: 
© < 


И— 9 — Фв-|- ПИ 


ГАЕ есть заряд, протекающий за время 4Ё через поперечное сечение про- 
вода, следовательно, на эту величину за время 4 заряд е;, уменьшается, 
а заряд е, увеличивается. Таким образом 


48 6. 
И ^ ЧЕ’ 


Эти уравнения определяют весь процесс разряда. Исключая из этих 
уравнений се, ие,, мы получаем: 


и 1 В - 
аа +9 


_ сете, 
—1—Ае @би 


Для определения постоянной интегрирования А мы опять пользуемся 
начальными условиями задачи, согласно которым в момент начала раз- 
р е 
ряда 1—0, ©) а = 0 и, следоващельно, 2 = ее 
Окончательно получаем: 
р ИС: 
ро О 
ея 
Как и в вышерассмотренном случае, сила тока асимптотически при- 
ближается к значению нуль. Далее, мы получаем: 


С-ЕСь 
НС, -- 
Ека 0-2 бет 
ее вЫ, 
1 р 
где В определяется из условия, что при’`Ё==0, е, == ео. Следовательно, 
С.-- С. 
Со ЕЕ 2 
@1 — ие С+Си | еб 
ет ЕО. 
Так как е --е, ==е, то мы далее, получаем: 
ы сес 
ее о й 
о С.Суг =. о — 
С - С, С, С, 


Общая энергия обоих конденсаторов равна 
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Следовательно, уменьшение энергии за время 4 и выделившееся 
за это время тепло равно 


вы 6. Ге, 6. И 
о В [1 8] ий а, 
О сш оси (с мы 


что опять согласуется с законом Джоуля. 

Подсчитаем еще величины зарядов конденсаторов, которые они по- 
лучат по окончании разряда. Для этого подставим в полученные. выше 
равенства {==00. Это дает: 

с С 


2 
Чо “С, С, бо“ С, -- С," 

Как и следовало ожидать, эти равенства показывают, что об- 
щий заряд остался неизменным, распределившись между двумя кон- 
денсаторами пропорционально их емкости. Легко, далее, показать, 
что окончательное значение электростатической энергии равно на- 
чальному ее значению за вычетом выделившегося за время разряда 
тепла. 

В заключение рассмотрим еще случай, при котором емкость С за- 
ряжается от источника, электродвижущая сила которого равна Р. Со- 
противление цепи обозначим при этом через г, а силу тока и заряд 
конденсатора в рассматриваемый момент времени через Ё и е. Равен- 
ство (5) дает при этих условиях: 


ИЕ =0. 


Как и раньше, 


‚ 
1—7. 
а 
Исключая отсюда е, мы получаем: 
[и 1 
а в 2 
откуда ь 
Ре сИ 
в 
Так как при Ё==0, имеем е=0 и я то 
Е. 
1=—е #5, 
Г 
Отсюда 


1 е=— РСе 7<-+ РС. 


Значение постоянной интеграции при этом мы определили из усло- 
вине —0 при 2—0. 

Источник тока совершает в элемент времени 4Ё работу, рав- 
ную 2Е4# Благодаря этому, энергия конденсатора увеличивается на 
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с ае 
величину в“ а остальная часть выделяется в цепи в виде тепла, 


Часть эта равна 


р 
е ае е = 
а о и > де == 
С © : 
ло опять находится в полном согласии с законом Джоуля. 
В конечном состоянии при Ё==0 мы получаем заряд конденсатора, 


равным 
в С. 


Этого и следовало ожидать, Так как в состоянии электростатического 
е 
равновесия разность потенциалов между пластинками конденсатора -- 


должна равняться электродвижущей силе. 
Общее количество энергии, выделенной источником тока, равно 


со 

В а 
в \ в ЕО 
| 


Из этого количества в тепло обращается часть, равная 
_ т 2 ] 
И Е==и | й 9Е= — |6 7С дё==-— Р?С. 
г 2 
0 0 0 
Слеловательно, из затраченной источником энергии ровно половина 
тратится на тепло Джоуля, а другая половина запасается в конлден- 
саторе в форме электростатической энергии, равной 


1 И 
ых рее. о 
58 Р о РС. 


$ 6. Энергетические процессы в электрической цепи. Выделяющееся 
в течение определенного времени В замкнутой цепи теплоэквива- 
лентно работе, совершаемой в это время электродвижущими силами, 
Природа этих сил может быть весьма различна, другими словами, 
выделяемая током энергия, поступающая В цепь из мест, где дей- 
ствуют электродвижущие силы, может быть весьма различного про- 
исхождения. › Так, в гальваническом элементе во время прохождения 
по нему тока затрачивается химическая энергия. В термоэлементе тепло- 
вая энергия поглощается в нагретом спае и выделяется в более холод- 
ном. Разность поглощенной и выделенной теплоты появляется в цепи 
тока в виде тепла Джоуля. Явление поглощезчия тепла в слае с более 
высокой температурой, сопровождающееся охлаждением этого спая, 
если теплота не подводится к нему извне, и явление выделения тепла 
в более холодном спае были открыты Пельтье. В таких спаях МЫ 
встречаемся поэтому не только с теплом’ Джоуля, но и с теплом 
Пельтье. Нечто подобное было обнаружено Томсоном и В проволоке, 


5. 
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состоящей из одного металла, одна часть которой имела более высо- 
кую температуру, чем другая. При разряде конденсатора электрическая 
энергия, запасенная в поле между его обкладками, превращается в тепло 
Джоуля, выделяющееся в соединительных проводах. Если в качестве 
источника тока мы применяем электростатическую машину, то выделяе- 
мое током тепло получается за счет механической работы, затраченной 
на вращение машины. 

Во всех этих случаях, в которых мы имели дело с известными 
электродвижущими силами, совершаемая в единицу времени работа 
пропорциональна силе тока. Так, например, электродвижущая сила 
гальванического элемента не совершает никакой работы, пока через 
элемент не протекает никакого тока. В этом случае в элементе не 
совершаются никакие химические реакции, так что химическая энергия 
его не расходуется. Если через такой элемент будет протекать ток 
ы в направлении, обратном действию электродвижу- 
Сы 21 щей силы (что, конечно, возможно только в том 
случае, если в других частях цели действуют боль- 
шие электродвижущие силы противоположного 
направления), то электродвижущая сила элемента 
совершает отрицательную работу, т. е. химическая 

Фиг. 16. энергия элемента увеличивается. Проще всего это 
„явление наблюдать на так называемом! обратимом 
элементе, который мы получим, например, заменив в элементе Даниеля раз- 
бавленную серную кислоту слабым раствором сернистого цинка. Фиг. 16 
‘Дает схематически такой элемент. Если по такому элементу проходит ток, 
совпадающий по направлению с его собственной электродвижущей силой, 
т, е. направленный от цинка к меди, то возникают известные реакции. 
Ионы цинка соединяются с ионами $0, и переходят в раствор, взамен 
выделяется свободная Си, освобождающаяся на медной пластинке. 
Результатом этих химических процессов являются увеличение количества 
сернистого цинка за счет уменьшения количества металлического цинка 
и увеличение количества меди за счет уменьшения медного купороса. 
Химическая энергия системы при этом уменьшается. Если мы пропустим 
электрический ток через элемент в обратном направлении, то все хими- 
ческие реакции изменят направление, и химическая энергия системы 
будет увеличиваться. 

Также и в термоэлементе, пока по нему не протекает ток, теплота 
нигде не поглощается и не выделяется. При изменении направления 
тока, протекающего по термозлементу, эффект Пельтье изменяет знак. 
В случае, если ток течет против электродвижущей силы термоэлемента, 
теплота выделяется в более горячем спае и поглощается (в меньшем 
количестве) в более холодном. Совершенно аналогичные свойства прояв- 
ляет и эффект Томсона. 

Представим себе неразветвленную цель тока, в которой включен 
источник тока с электродвижущей силой Р. Можно указать целый ряд 
случаев, в которых уравнение Р==й" не выполняется. Рассмотрим сна- 
чала один из них, при котором Ё`>7. Чтобы найти причину такого 
неравенства, проще всего исследовать имеющие место при данном про- 
цессе превращения энергии. Для этого умножим обе части неравенства 


ь 7150, 
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на [4Ё, тогда мы получим: 21 4Ё > РгаЁ Это неравенство показывает, 
что за элемент времени 4Ё источник тока доставляет в цепь больше 
энергии, чем ее выделяется в форме тепла Джоуля. Этот случай будет 
иметь, например, место в случае, если в цепи находится вольтаметр, 
в котором происходит разложение волы. Остаток энергии мы найдем 
в этом случае в форме химической энергии, разложенной на водород 
и кислород воды. 

Аналогичные соотношения имеют место и в случае, когда в цепи 
паходится конденсатор, заряжаемый источником тока. Из вышеприведен- 
ных уравнений непосредственно видно, что и в этом случае Ри 
и, следовательно, РЁ > Ри. Та часть энергии, доставляемой электродви- 
жущей силой, которая не превращается в тепло Джоуля в соединитель- 
ных проводах, идет на увеличение электростатической энергии“ поля, 
возникающего между пластинами конденсатора. 

В обычной цепи тока, в которой действует электродвижущая сила К, 
окончательная сила тока устанавливается вследствие самоиндукции. нс 
мгновенно, а нарастает после замыкания цепи тока в течение некоторого 
конечного времени. Поэтому непосредственно после замыкания цепи 


в - 
Он а следовательно, и Йг< 2. При этом разность энергии, до- 


ставляемой электродвижущей силой и выделяющейся в форме джоулева 
тепла, скопляется в виде магнитной энергии, о которой будет речь 
ниже. Далее, если ток течет по катушке, на продолжении оси которой 
находится магнит, то на этот магнит действует притягательная или от- 
талкивательная сила. Если под действием этой силы магнит приходит 
в движение, то затрачиваемая на это движение энергия должна быть 
доставлена источником тока и не может поэтому выделяться в цепи 


ь о 
в виде тепла. И в этом случае, следовательно, < Аи [< —. 
а 


Е 
Можно, далее, указать примеры, при которых {> ми, следовательно, 


Йр>> Р1. В этих случаях энергия в цепь должна доставляться кроме 
источника электродвижущей силы еще другими причинами, и вся эта 
энергия выделяется в цепи в виде тепла. 


да" бор 
Во всех вышеуказанных случаях, когда Ан или = кроме 


электродвижущей силы ЕР в цепи действуют еще другие причины 
(поляризация электродов, индукция и т. д.), приводящие электрические 
заряды в движение в том же направлении, что и Ё или в обратном 
направлении. , 

$ 7. Токи в массивных проводниках. Рассмотрим теперь постоянный 
ток, текущий по массивному проводнику, окруженному диэлектриком. 
Строго говоря, в природе имеют место только такие токи, однако 
вопросе о распределении тока по сечению возникает обычно только 
тогда, если в цепи включен электролит или другой массивный прово- 
дник (например кусок металла). Представим себе, что на одном конце 
рассматриваемого проводника, на аноде, ток подводится к рассматри- 
`ваемому проводнику, а на другом — катоде — выходит из него. Анод и 
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катод не должны обязательно занимать всю поверхность проводника, 
часть этой поверхности, которую мы обозначим через 6, может грани- 
чить с диэлектриком. Через эту часть поверхности не протекает ника- 
кого тока, и на ней должно выполняться условие, что С,==0, где 
п обозначает направление нормали к поверхности. Для упрощения мы 
положим, что в объеме рассматриваемого проводника электролвижущие 
силы не действуют. 
В стационарном состоянии в этом случае 


[8,=0 


для любого замкнутого контура, и следовательно, Е является потен- 
циальным вектором. Если проводник изотропен, то плотность тока 


у о-в) 
6 


Если сверх того проводник однороден, т. е. р постоянно, то из равен- 
ства С ==0 опять получаем уравнение Лапласа Ау ==0. Следова- 
тельно, наша проблема имеет большое сходство с соответствующей 
задачей электростатики, только граничные условия теперь другие. 
В рассматриваемой проблеме граничные условия ничего не говорят 
о значении потенциала ф в бесконечности, взамен этого на поверх- 


ности с мы имеем условие '®  получающееся непосредственно из С,„==0. 
Для упрощения положим, что потенциал на всем аноде имеет одно 
и то же значение $, а на всем катоде — $.. Это допущение не всегда 
законно, ибо если электроды состоят, например, из двух вертикальных 
железных пластинок, соединенных верхними концами с гальваническим 
элементом, между которыми находится массивный кусок меди, то ток 
будет, главным образом, течь через верхнюю часть медного проводника. 
Разность потенциалов между двумя точками электродов булет больше, 
если эти точки находятся на верхних частях электродов, чем в случае, 
если они находятся на нижних их частях. Поэтому в этом случае наше 
допущение о том, что потенциал на электродах имеет постоянные зна- 
чения, не соответствует действительности. Допущение это, как легко 
видеть, законно в случае, если проводимость электродов велика по 
сравнению с проводимостью находящегося между ними проводника. 
В этом случае сопротивлением электродов мы можем пренебречь по 
сравнению © сопротивлением проводящей среды, находящейся между 
электродами, а отсюда следует, что мы можем пренебречь падением 
потенциала в электродах. 

Мы примем, что это условие выполнено и наши электроды являются 
эквипотенциальными поверхностями. Векторы Е и С перпендикулярны 
к ним, на аноде С——С,, а на катоде С=С,. Из несжимаемости 


электричества следует, что значения интеграла | С 40, распространенного 


по поверхности анода или катода, одинаковы, Так как этот интеграл 
дает общую силу тока, притекающего к аноду или вытекающего через‘ 
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катод. Мы обозначим эту силу тока попрежнему буквой 1. Из принципа 
суперпозиции теперь легко вывести, что { пропорционально разности 
потенциалов между электродами: $, — 95. Для этого мы суперпонируем 
два состояния, при первом из которых значения потенциалов электро- 
дов равны 9, — 9, и 0, апри втором оба электрода имеют одинаковый 
потенциал, равный %,. В этом втором состоянии по проводнику, оче- 
видно, ток не протекает. В первом состоянии сила тока, следовательно, 
такая же, как и в действительно разбираемом случае. Если для значений 


потенциалов |1 и О сила тока равна то в случае потенциалов 


2 
Ю ) 


9, — фо и 0, а следовательно, и для значений ф, и $, она будет равна 
1 
ъ (91 — $). . 


Величину Ю мы будем называть сопротивлением рассматриваемого 
проводника. 

Методы математического решения рассматриваемой проблемы во 
многих отношениях подобны соответствующим методам электростатики. 
В качестве первого примера мы рассмотрим случай, когда электроды 
имеют форму двух концентрических сфер, радиусы которых 
равны а; и а, (а, < а,). В этом случае вся поверхность проводника 
покрыта электролами так, что не остается границ, для которых должно 
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соблюдаться условие = Благодаря этому мы имеем здесь полную 


аналогию с соответствующей задачей электростатики. Очевидно, что ® 
будет функцией только одного‘ расстояния г от общего центра обеих 
сфер. Поэтому мы можем написать уравнение Лапласа в виде: 


откуда 


Константы интегрирования С; и С, определяются из граничных ус- 
ловий, согласно которым Ф==49 для г=а: и 9==9, для г==а.. 
После подстановки значений констант мы получаем: 


2,4 ре 9.95 
а—а г а — а, 


В 


Из этого значения потенциала мы получаем, далее (положительные 
значения Ё, Си { направлены наружу), 


В 21а, $ и—№ 
о Е 2 
а Я й 


__ 1 4,4 9—4. 
ра—-а п 
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Интегрируя плотность тока С по поверхности одной из сфер, мы 
получим: 


и, следовательно, 


В качестве второго примера рассмотрим электроды в форме длин- 
ных коаксиальных цилиндров с радиусами а, и а. (а, <а,). 
Если мы обозначим через г расстояние от общей оси любой точки про- 
водящей среды, находящейся между электродами, то, очевидно, что зна- 
чение потенциала и в этом случае будет функцией только одного г. 
Поэтому уравнение Лапласа получает вид: 


42% а: 49 
В 
откуда 
Ф—=С, Ш/-С.. 
Так как при г==а, = и при г=а, ф=9., то мы получаем: 
9, | 9 Ша, — ф. Ша, 
ф=— пу 
а 
Ш? ш —1 
ОЕ 2 
н, далее, 
ИЕ. 1 
а г 
Ш-1 й 
= 
С ое 1 
а г 
В п ы 
“5 


Мы можем применить эти равенства к электролиту, находящемуся 
в стеклянном сосуде, на дне которого вертикально стоят два металли- 
ческих коаксиальных цилиндра. И эта задача вполне соответствует 
аналогичной задаче электростатики. Если высота электролита между 
цилиндрами й меньше, чем длина цилиндров, то распределение тока 
такое же, как и при бесконечно длинных цилиндрах. Общая сила тока, 
протекающая через электролит, получается при этом равной: 


21й 91 — $, 
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В обоих рассмотренных случаях общее сопротивление пропорцио- 
нально удельному сопротивлению проводящей среды. Легко показать, 
что этот последний результат имеет место всегда, независимо ог 
формы электродов и размеров и формы проводящей среды, если 
только проводимость этой среды мала по сравнению с проводимостью 
электродов. 

Пусть, например, мы хотим сравнить сопротивления двух электроли- 
тов, находящихся в одинаковых сосудах между конгруэнтными и одина- 
ково расположенными электродами. Если мы нашли распределение потен- 
циалаф в одном из этих электролитов, то, очевидно, и распределение 
потенциала во втором должно удовлетворять точно таким же условиям. 
Поэтому в обоих электролитах расположение эквипотенциальных поверх- 
ностей и линий напряженности электрического тока будет одинаковым. 
Следовательно, и расположение линий токов будет одинаково. Напря- 
женность электрического поля может быть сделана в обоих случаях 
одинаковой, для этого достаточно сообщить электродам одинаковые 
разности потенциалов. Если проводимость одного электролита в п 
раз больше, чем другого, то сила протекающего по нему тока будет 
в этом случае тоже в п раз болынце, а это означает, что сопроти- 
вление его в и раз меньше сопротивления второго электролита. Этот 
метод может быть применен для сравнения проводимостей различных 
жидкостей. ь 

Рассмотрим еще случай, когда катодом служит плоская пластинка, 
а анодом — тонкая металлическая проволока, у которой только самый 
конец свободен от изоляции и расположен на небольшом расстоянии 
от катода. 

Пусть между этими электродами опять находится электролит, напри- 
мер, раствор СибО.. Только в малой части объема этого электролита 
линии тока будут иметь заметную плотность. Математически задача 
о распределении линий тока будет эквивалентна электростатической 
задаче о распределении поля между заряженной точкой, расположенной 
против плоской проводящей поверхности. Решениё этой задачи мы 
можем найти при помощи теории электрических изображений. Электри- 
ческим изображением анода будет точка, расположенная позади катода 
на таком же расстоянии, на каком анод расположен впереди катода. 
Если мы обозначим через й расстояние от анода до катода, а через 
ги” — расстояния произвольной точки от анода и его изображения, 
то потенциал этой точки, считая потенциал катода равным нулю, 


будет: 
1 1 
ф—А ю = ы 


откуда для плотности тока в любой точке катода мы получим: 
ЗАЙ | ` 


С = — 


Следовательно, наибольшая плотность тока получается в основании 
перпендикуляра, опущенного из анода на катод. На окружности круга, 
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описанного на плоскости катода из этой точки как центра, значение 
плотности тока постоянно, и при увеличении радиуса оно постепенно 
уменыпается. Поэтому при электролизе медного купороса на катоде 
будет осаждаться слой меди, толщина которого будет наибольшей 
в основании перпендикуляра и будет постепенно уменьшаться от этой 
точки во все стороны. Если, на такого рода тонкий слой падает свет, 
то получается явление интерференции, известное под именем колец 
Нобили. 


Глава. М. 


ИНДУКЦИОННЫЕ ТОКИ. 


$ 1. Самоиндукция. Уже в первой главе мы упоминали о возникно- 
вении в замкнутом проводнике электрического тока вследствие измене- 
ния магнитного поля, окружающего этот проводник. Теперь мы рас- 
смотрим детальнее это явление. Если в данной точке проводника нет 
никакой электродвижущей силы, то плотность тока в этой точке равна 


с.=— Е. (1) 


Поэтому, если ® обозначает поперечное сечение проводника, а # — 
силу протекающего по нему тока, то, 


= = ФЕ. 
В 
откуда следует, что 
в | 2.6 
[92 
или у 
#— [2,48 


Здесь интеграция должна быть распространена по всей замкнутой 
цепи тока. Этот интеграл мы можем преобразовать при помощи вто- 
рого уравнения Максвелла [гл. №, формула (20)]. В электромагнитных 
единицах мы получим: 


р Ця 
вы | 3.45 (2) 


Стоящий в правой части этого равенства интеграл, который должен 
быть распространен по всей поверхности, ‘ограниченной контуром иро- 
водника, является величиной, которую согласно Фарадею называют числом 
линий индукции, пронизывающих контур проводника. 

Мы обозначим эту величину, называемую часто потоком индукции, 
буквой №. Тогда 


=. (3) 
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Умножая на 4 и интегрируя между двумя моментами времени # 
и Ё, мы получим общую величину заряда, протекающего за этот про- 
межуток времени через любое поперечное сечение цепи 
Ь 


Е | 
Г 


н | 


Если в цепи действует еще какая-либо электродвижущая сила 
ден Е 45, 


то в равенстве (1) на месте Е, надо нанисать Е, + Е„, и вместо ра- 


венства (3) мы получим: 


а 
а (4) 


790 Р 


Е — — 


Рассмотрим сначала случай отсутствия электродвижущих сил и при- 
мем, что ток вызывается только изменением магнитного поля. Имеется ли 
кроме переменной части магнитного поля еще постоянная его соста- 
вляющая, например земное поле, является несущественным, так как 
в уравнение, определяющее силу тока, входит только скорость из- 
менения со временем магнитного потока №. Магнитное поле самого 
тока является переменным до тех пор, пока ток после включения не 
достиг своей наибольшей величины и пока он исчезает после выклю- 
чения электродвижущей силы. 

Напряженность магнитного поля в любой точке поля и в любой 
момент времени пропорциональна протекающему в этот момент току {. 
Поэтому то же имеет место для индукции В и для потока №, н мы 


можем написать: 
У 


Величина /. носит название коэфициента самоиндукции, 
Она всегда положительна, так как вызванные током линии индукции 
всегда пронизывают контур тока в направлении, соответствующем поло- 
жительному значению потока. Если в магнитном поле нет намагни- 
чивающихся веществ, то значение Г зависит только от формы про- 
водника. Величина коэфициента самоиндукции равна числу линий ин- 
дукции, пронизывающих контур, когда по нему протекает ток, сила ко- 
торого равна единице. На этом основании легко видеть, когда коэфициент 
будет велик. Это будет иметь, например, место, когда проводник свер- 
нут в катушку с большим числом витков. 

Заметим, что вышесказанное справедливо и в том случае, когда 
вблизи проводника находятся намагничивающиеся тела, в которых маг- 
нитная индукция пропорциональна напряженности магнитного поля. 
Действительно, при заданном распределении тока магнитное поле одно- 
значно определяется из первого уравнения Максвелла [гл. Г формула (8)] 
из соотношения В == Н и соленоидальности поля В [гл. [| формула (12)]. 
Легко далее показать, что значения Н и В в любой точке поля про- 
порциональны силе тока 1, так что всегда мы можем положить №== [4. 
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Однако значение коэфициента самоиндукции зависит в этом случае и 
от расположения и формы намагничивающихся тел, находящихся в 
поле. 

Чтобы найти закон нарастания тока после замыкания цепи мы на- 
пишем уравнение (4} в форме: 

И 
ЕЯ. (5) 

г г 


Сопротивление цепи г мы будем считать постоянным. Положим сна- 
чала, что Си Р также постоянны. В этом случае уравнение (5} может 
быть легко проинтегрировано, и мы получаем: 


= 


д 
ь =. 72 
1“ =. 
я 
Константа интегрирования С определяется из условия, что для #=0 
‚—0. Следовательно, С= ---— и окончательно: 
й 
г 
Е —_——. Е 
1=(1—е 7 )—. 
г 


‚Я 
! —_ есть сила тока, которая возникала бы с момента включения, 


если бы самоиндукция в цепи отсутствовала. Вследствие самоиндукции 
на этот ток (, накладывается второй ток Й меньшей силы и противо- 
положного направления. Ток ЭТОТ уменьшается с возрастанием Ёи 
весьма скоро становится неощутимо малым, хотя теоретически он до- 
стигает значения нуль только спустя бесконечное время. Таким образом 
теория объясняет наблюдаемое на опыте постепенное и непрерывное 
нарастание силы тока после включения. Общий заряд, протекающий 
вследствие экстратока через сечение проводника, равен: 


со со 

я ем: й 
п —5]е Т Ш. 

| 6 


Аналогичным образом можно исследовать, как происходит исчезание 
гока {) после прекращения действия электродвижущей силы. Мы примем, 
что Г исчезает мгновенно, тогда для { мы получаем уравнение: 


И а! 


Это решение показывает, что экстраток в этом случае протекает 
в направлении главного тока, а в остальном изменяется аналогично 
Экстратоку замыкания. Весь протекающий благодаря экстратоку заряд 


вл 
теперь равен (.—. 
г 


9 Лоренц, Теория слектроматнитного поля, 
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далее, что М, = М». Если в поле нет никаких намагничивающихся 
веществ, то магнитная индукция совпадает с вектором напряженности 
магнитного поля. В) и В, могут быть при этом вычислены (гл. 1. Для 
этого заменяем токи двойными магнитными слоями, расположенными по 
поверхностям с: и 0,, ограниченным контурами токов. Магнитный мо- 
мент элемента 40, такого слоя перпендикулярен к 46. и равен в элек- 
тромагнитных единицах (гл. Г, $ З и 11) 4 45.. Величину В. мы. можем 
в этом случае вычислить из значения магнитного потенциала: 


к 1 
ы-—# | ди, е ас. 


Получаем: . 


. 2 
пы. в,—--1 | а, || - (1) 40». 
ты н. 99. 97.97) 


Очевидно, для М., мы получим то же выражение, чем и доказы- 
вается наше утверждение, что М, = М... Равенство этих коэфициентов 
в случае наличия в поле намагничивающихся тел мы докажем ниже. 
Величина М=—“М.,=М. носит название коэфициента взаим- 
ной индукции. Знак этой величины зависит от направления токов 
в обоих контурах. При изменении направления одного из токов изме- 
няется и направление положительной нормали к опирающейся на кон- 
тур этого тока поверхности, а вследствие этого, как видно из послед- 
ней формулы, изменяется и знак величины /М. Выберем положительные 
направления токов так, чтобы /М было положительным, и назовем эти 
направления тока соответствующими друг другу. Направление первого 
тока при этом, очевидно, может быть выбрано произвольно. Уравнения, 
определяющие силы токов, будут при этом иметь вид: 


н й ГРЛА 

У А ит М т. о 
ре. 
мы о 


Электродвижущие силы А; и Е, мы будем считать произвольными, 
но заданными функциями времени. 

Найдем при помощи этих уравнений выражение энергии магнитного 
поля, окружающего токи. За время 4 энергия эта увеличивается на 


Ей 4 — 12н Е -- ВЫ 41 — Ва, 


или, приняв во внимание (7), 


р 41 ий Ге Ге 
[вы и-ь м ее -ым чае 


Интегрируя по времени и полагая, что энергия равна нулю, когда 
в целях нет токов, ие отсюда весь запас магнитной энергии: 


А рае - (8) 
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Эта величина должна быть положительной независимо от величины 
и направления токов. Поэтому всегда должно иметь место неравенство: 


2 
= [.1.. 
Этим вычислением энергии мы можем воспользоваться для доказа- 
тельства равенства коэфициентов /И:. и М... Действительно, напишем 


в уравнениях (7) вместо /М величины М» и М... Для величины энер- 
гии, запасенной в среде за элемент времени 4, мы получим тогда вы- 


ражение: : } , | \ к 
(1. НМ) аа Е (56, ЕАМ, >) 44. 


Так как состояние среды определяется в любой момент времени 
значениями {и 2,, то полученное выражение должно быть полным ди- 
ференциалом некоторой функции от 4 и 4, что непосредственно дает 
М.. == М.1. Это доказательство остается приложимым и в случае при- 
сутствия в поле намагничивающихся сред. 

Чтобы получить решение уравнений (7), умножим второе из них на 
неопределенный пока множитель \ и прибавим его к первому. Мы по- 


лучаем: 
. р : 4 / 
а Е Е (9) 


Это уравнение мы можем проинтегрировать, если выберем значение & 
таким образом, чтобы: 

Г. / АМ 

ый я (10} 


№, М+М, 
или 
ГМ ИИА 
_ Ми р. 


Так как, и г, положительны, то это квадратное уравнение всегда 
имеет два действительных корня (один положительный, а другой отри- 
цательный}. Обозначим их через и №. Если мы вставим в (9) первое 
значение корня и положим 


== 


и 2 | ) 


вы 
р 
то мы получим: 
ы й й аи ь 
п (Е р) ==, + МР — (Ё ним) а (2%). (11) 
Проинтегрировав это выражение, получим: 
и, У(Ь, СУ, (12) 


где }{— известная функция, а С’ постоянная интеграции, значение кото- 
рой надо еще определить. Аналогично, подставляя в (9) значение вто- 
рого корня и полагая 


зи 
Ао п 


получаем: 
ра (12) 
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где опять & означает известную функцию, а С” константу интегриро- 
вания. Значение обеих этих констант интегрирования может быть вы- 
числено, если нам заданы значения Ди & в некоторый момент вре- 
мени. Наконец, определив С’и С”, мы можем из уравнений (12) и 
(12'} найти значения токов Ди & в функции времени, 
Применим наши выводы к случаю, когда в момент времени #=0 
в обеих цепях мгновенно перестают действовать электродвижущие силы. 
Пусть в этот момент силы токов равны &; и №5. В этом случае мы 
должны в наших уравнениях положить Р, и Р., равными нулю. Уравне- 
ние (11) принимает тогда вид: 
пы ва) 
- й. Гей - 


Для второго корня } мы получим аналогичное уравнение, в котором 
голько на месте )’ будет стоять }", а вместо р’ войдет р". Решения 
этих уравнений имеют вид: 


Да == 084 


; И 
й не в, С 9 ; 
где 


{13) 


Начальные условия для #==0 лают возможность определить С’и С"; 
1 р '; а 
И -ЕРЬ = (по + Ре", 
> ие ‚ [ы и. и 7 
д-р" бу Ре". 

Из этих уравнений значения токов определяются в функции вре- 
мени. Множители е—9'* и е 9" показывают, что и в этом случае силы 
токов уменьшаются с течением времени безгранично, если 4’и 4” имеют 
положительные значения. 

Докажем, что это имеет место. 

Для этого получим из (10)-квадратное уравнение, корнями которого 
являются величины 9’ и 49". Так как эти величины связаны при по- 


мощи (13) с и }", то мы получим искомое уравнение, если исклю- 
чим } из (10) и из 


а + АМ, 


Получаем: 
И, ОГ. ий) + 0. 


Так как (Ё.[, — М?), и, р, [1 и Г, положительны, то мы заклю- 
чаем, что как произведение корней 4'4”, так и их сумма 4'-- 4” поло- 
жительны. Следовательно, оба корня этого уравнения положительны. 
(Что оба корня действительны следует уже из того, что оба корня 
уравнения (10) действительны. ) 

Вычислим еще для обеих цепей общее значение заряда, протекающего 
при экстратоках, Для этого нам нет необходимости знать решения 
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диференциальных уравнений этих токов. Достаточно, если мы знаем 

я 
что оба тока по истечении бесконечного времени обращаются в нуль 
Так как в рассматриваемом случае Р.==0, то для первой цепи мы 
получим из (7): 


откуда 


Таким же образом из второго уравнения (7) получим: 


со 

к И М. 
| рр саг № о 
6 


Аналогичным образом можно разрешить задачу об одновременном 
включении двух цепей тока. 

Частным случаем разобранной здесь задачи является практически 
важный случай, когда во второй цепи нет никакой электродвижущей 
силы, а действующая в первой цепи электродвижущая сила внезаино 
перестает действовать. Решение этого случая мы получим из вышена- 
писанных уравнений, положив в них у==0- 

$ 4. Случай многих цепей. Рассмотрим теперь ту же задачу для слу- 
чая произвольного числа п цепей. Из-за соображений симметрии мы 
будем в этом случае обозначать коэфициенты самоиндукции буквами 
Му, М». и т. д. Коэфициенты же взаимоиндукции через =. 
В этом случае мы получим систему уравнений: 


: 0 а а, 

о =. М. с М. т ы 

. 41 1 р 

о т и: ; (14) 
ие Маале ЦЕ 

"па РА = = =: -и-2 р Ч: р 


Для решения этой системы мы поступим аналогично тому, как мы 
поступали в случае двух уравнений. Умножим последовательно каждое 
из уравнений системы (14) на неопределенные множители о. 
сложив их, получим: 


АА ЯМ, ры 


т А 
Ми —...— др Мый (15) 


О —щ 
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Подберем значения } так, чтобы имели место соотношения: 
УМ, }, = ХМ Е. ==. ХМ ли 
п гы РА 


(16) 


Если мы обозначим общее значение этих отношений через А, то 


для определения системы значений \\, }.,.. ..^› Мы получим следующую 
систему однородных уравнений: 


(М, — РЯ, Е М,^, + М.М... Е ьь. —0, | 
Мол, -Ё (М. — г, Ру, Муз |... Ми, ==0, 


МА, - а М ыы Маз ые 2 


а. (Ми, — "РУ, = 0. 
Отсюда мы видим, что ебли есть система решений, отличная от 


(16!) 


мА, =№%=...=),==0, то величина Р должна удовлетворять урав- 
нению: : 
И” Мз: -.- Ма 
д— | М И ЖИМ, 39 
М.» М» Ми... М и—г,Е 
Это уравнение даёт нам л значений для Р, и каждое из этих зна- 
чений дает систему значений для отношений 21:%:::... Й» удовле- 
д творяющих уравнениям (16) и (16'). Каждая та- 


кая система значений при подстановке в (15) 
дает уравнение, которое может быть проинте- 
грировано. Из и полученных таким образом 
интегралов могут быть затем определены и не- 
известных значений токов &,, &, 4,.. 00 
$ 5. Явления, обусловливаемые экстратоками. 
Известный опыт Эдлунда для экспериментального 
обнаружения экстратока изображен схемати- 
чески на фиг. 17. В цепи тока в точке Е 
находится элемент, посылающий ток от ЕкА. 
Точка А соединена с В двумя параллельными 
цепями, и протекающие по этим цепям токи 
могут быть сравнены при помощи диференци- 
ального гальванометра @. Параллельные цепи 
АРВ и АОВ подобраны так, что их омиче- 
ские сопротивления равны, но самоиндукции 
й различны. Этого можно достигнуть, если ВЗЯТЬ, 
Фиг. 17. например, для цепи АРВ проволоку с меньшим 
сопротивлением на единицу длины, чем для 
цени АСВ. В этом случае длину проволоки в цепи АРВ придется 
взять большей, и цепь ЕАРВ будет иметь больший коэфициент 
самоиндукции, чем цепь ЕАОВ. Это различие может быть еще уве- 
личено, если свернуть провод АРВ спирально. В установившемся 
состоянии силы токов в обеих цепях будут одинаковы, и диференци- 
альный гальванометр не будет давать никакого отклонения от нулевого 
положения, - 


= 
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Если теперь прервать цепь тока в Е, то в обеих параллельных це- 
пях возникнут экстратоки, но в цепи АРВ экстраток будет сильнее, 
чем в цепи АОВ, поэтому гальванометр даст при этом отброс, направ- 
ление которого будет таким, как будто сопро- 
тивление цепи АРВ меньше, чем АОВ.. При 
замыкании тока гальванометр дает отброс в 
противоположном направлении. Влияние само- 
индукции может быть обнаружено и в упоми- 
навшейся выше цепи моста Уитстона, изобра- 
женной схематически на фиг. 18. Поставленные 
на чертеже вдоль проводников буквы обозна- 
чают сопротивления отдельных частей моста и 
силы токов, протекающих по ним. Если выпол- 
нено соотношение 7.:7, ==7.:7., ТО в стацио- 
нарном состоянии в мосте СР ток не течет, и 
включенный здесь гальванометр остается на нуле, 
Но если самоиндукция плеча АД больше, чем Фиг. 18. 

АС, то при размыкании и замыкании тока 

тальванометр будет давать отбросы. Если А соединена с положительным 
полюсом элемента Е, то при размыкании цепи элемента в мосте полу- 
чится толчок тока в направлении ОС. При замыкании получится отброс 
противоположного направления. 

Теорию этого опыта мы рассмотрим несколько подробнее. При эле- 
ментарном разборе, который мы только что привели, мы Говорили о 
самоиндукции известного участка цепи, но согласно определению мы 
можем говорить только о коэфициенте самоиндукции замкнутой цепи 
тока. Рассмотрим теперь совершенно произвольную сеть проводников, 
в различных точках которой действуют электродвижущие силы. Подоб- 
ную сеть мы уже рассматривали при выводе законов Кирхгофа. Рас- 
сматриваемую нами теперь проблему мы можем считать обобщением 
рассмотренной тогда на случай присутствия в цепи самоиндукции. Раз- 
делим нашу сеть на столько независимых друг от друга контуров, 
сколько это необходимо, чтобы каждый участок цепи вошел, по край- 
ней мере, в один контур. Выберем в каждом из этих контуров поло- 
жительное направление обхода. Если какой-либо участок сети входит 
в несколько контуров, то силу протекающего по нему тока мы можем 
рассматривать как алгебраическую сумму сил токов, протекающих по 
всем этим контурам (силу тока вдоль каждого контура при этом мы 
считаем постоянной). Условие, что в любой точке разветвления коли- 
чества притекающих и утекающих зарядов равны, выполняется в этом 
случае само собою. Второй закон Кирхгофа должен быть несколько 
видоизменен благодаря индукции. Если мы возьмем линейный интеграл 
от уравнения (2) (гл. Ш, $ 2) по любому из выделенных замкнутых 
контуров, то мы получим: 


|, а5-| | В,@ 8. 


Сумма, стоящая справа, относится ко всем участкам сети, из кото- 
рых состоит данный контур, и в каждом из этих участков мы ДОЛЖНЫ 
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взять силу действительно протекающего по нему тока. Далее, на осно- 
вании второго уравнения Максвелла, мы имеем: 


Е ь 
\ В, 45 =— ав, 43. 


Этот интеграл не равен нулю, и мы можем легко вычислить его 
значение при помощи коэфициентов самоиндукции и взаимоиндукции. 
Например, для цепи, помеченной нами индексом 1, мы получим: 

р ГИЯ Ге 
ЗЕ Ми... М. 
1 рр 


Аналогичные выражения мы получим и для других контуров. Коэфи- 
циент /И,, например, обозначает число линий магнитной индукции, 
пронизывающих А-ый контур, когда в (-м контуре течет ток силою 
в единицу, а все остальные токи равны нулю. 

В качестве примера мы рассмотрим опять схему моста Уитстона 
(фиг. 18). Выберем в качестве контуров цепи ВЕАД, АСР и СВБ и 
условимся считать положительным направление обходов, указанное по- 
следовательностью букв. 

Написав уравнения для этих контуров и обозначив электродвижу- 
шую силу буквой Р, получим: 


. Г Н р р ат [713 ГИ 
С В = Е — М я И Е. — М т 
, м Г у Ге И Ге 
(п -Н Ая, О, — Ц), = — М. М 2 М = , 
ем. р а @ 4 

(и — п)”. -- (у ЗЕ А, == — М1 т — М. и". — М. —- : 


Эти уравнения мы можем разрешить указанным в прошлом пара- 
графе методом. Мы ограничимся, однако, тем, что, не вычисляя значс- 
ний токов {, &,, &, как функций времени, найдем только для каждого 
из них интегральное значение заряда, протекающего после мгновенного 
выключения электродвижущей силы Р. Обозначим эти интегральные 
значения зарядов буквами Л, 1,, [,, а значения токов в момент прекра- 
щения действия электродвижущей силы через #10, 25, ,. Умножая выше- 
написанные равенства на 4# и интегрируя их от 1—0, т.е. от момента 
выключения электродвижущей силы, до момента, когда силы токов дела- 
ются неощутимо малыми, т. е., теоретически, до Г==00, получим: 


НЫ — Г)": -- (1 — 15)7. == Мо "- Мо Моё, 
ВЕБ то ле 15)7 == Мо Е Мл М5, 
(6—1), (5 — и, + Путо == М о М-Н Мб. 


Эти уравнения могут быть разрешены относительно а: Па 
рез участок цепи СО, в котором включен гальванометр, протекает 
интегральный заряд, равный  —1. Заряд этот измеряется баллистиче- 
ским отбросом гальванометра. Этим способом мы можем сравнить тео- 
рию с опытом. 
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$ 6. Цепи, содержащие конденсатор. При анализе процессов зарядки 
и разрядки конденсатора мы также должны принимать во внимание 
влияние самоиндукции. Рассмотрим неразвет- 
вленную цепь тока АЁВ (фиг. 19), содержащую 
электродвижущую силу ЕЁ и конденсатор. Чтобы 
найти уравнение, описывающее процессы в та- 
кой цепи, применим теорему о линейном инте- 
грале напряженности электрического поля к 
контуру АЕВА. Для участка контура между пла- 
стинками конденсатора мы допустим, что напря- 
женность электрического поля в нем опреде- 
ляется всегда только состоянием системы в рас- 
сматриваемый момент времени. Выше мы нашли 
для этого участка значение- , 
чает заряд, а С-— емкость конденсатора (при 
этом мы предполагали, что пластины конден- 
сатора параллельны и находятся на расстоянии, 
малом по сравнению с размерами пластин). При нашем упрощающем 
донущении мы можем считать, что вышеуказанное значение остается 
верным. Вместо уравнения (5) мы получаем тогда: 


и 


гле е обозна- 


фиг. 19. 


$ е 
=. (17) 
причем тие связаны соотношением: 
т 
аЕ` 


Рассмотрим теперь случай разряда конденсатора в отсутствии элек- 
тродвижущих СИЛ В следующих двух предельных случаях: 

1. Величина самоиндукции настолько мала, что мы можем ею пре- 
небречь. Тогда 


ае е 
ИС 
Откуда 
Е 
е—ее 76 


Это тот же результат, который мы получили в гл. Ш и который нока- 
зывает, что, практически, спустя короткое время, сила тока становится 
исчезающе малой. Е 

2. Сопротивление цепи настолько мало, что мы можем им пренеб- 
речь. В этом случае уравнение имеет вид: 


е де 


и, следовательно, 
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Мы получаем периодическое явление, круговая частота которого 


1 СР 
"ут ‚ а следовательно, период Т= 2п ИУ СЕ. Величина периода Г 
72. 


тем меньше, чем меньше С и Г. Вышенаписанное уравнение служит 
основой теории колебательных разрядов, с которыми мы встречаемся во 


© 3. 


всей области переменных ‘токов. Так, например, если мы будем де- 
формировать рассмотренный нами контур указанным на фиг. 20 образом, 
то мы придем к вибратору Герца. Чтобы иметь возможность зарядить 
концы вибратора до некоторой разности потенциалов, мы будем считать, 
что соединительный провод прерван между @ и (фиг. 21). В истори- 

ческом опыте Герца, когда точки 

А ав 8 пир присоединены к полюсам 
(О ———_) индуктора между обеими полови- 

ви 2. нами вибратора, возникает боль- 

шая разность потенциалов, и меж- 

ду аи 2 проскакивает искра. Бла- 

годаря этому искровой промежуток становится проводящим, и мы опять 

получаем цельный проводник, в котором возникают электрические ко- 
лебания. 

Однако в этом случае вычисление периода затруднено. Герц применил 
для этого вышеприведенную формулу, полученную Кельвином, но с 
измененными значениями Си [. Это законно только в первом при- 
ближении. 

Перейдем теперь к разряду конденсатора в случае, когда учиты- 
вается влияние и сопротивления и самоиндукции соединительных про- 
водов. Равенство (17) дает: 


Фиг. 20. 


: е [ей 
Иа —- с ——/, И 
о Оь 
Подставив #==--, получаем: 
ГИД 
Е ие |. 
м = 1 
а РТ аё | тб й ’ 


р 


Это однородное диференциальное уравнение удовлетворяется, если мы 
положим е == Ае-*, где А является одним из корней квадратного урав- 
нения: 


И | 
о В: 
Е т 0 (19) 


_ © 
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Очевидно, МЫ ДОЛЖНЫ отличать здесь два случая: 
В Й 
р Зе: Я 2 
г 4. и Г 4 —. 
а. м - 


В первом случае оба корня действительны, а так как коэфициенты /, 
Ги С положительны, то оба корня положительны. Во втором случае 
корни сопряженные комплексные. Обозначив значения корней в первом 
случае через К и К›, мы получим общее решение в виде: ь 


е = Де-^* -|- Ве". 


Константы интегрирования А и ВБ определяются из значений еи { 
в начальный момент времени. Следовательно, и в этом случае мы полу- 


чаем непрерывное уменьшение зарядов, быстро становящихся неизме- 
римо малыми. 


Г. 
Если < 4 <, то оба корня (19) комплексны и мы можем обо- 


г 


1 Е ЕЕ 
значить их через а-2121, где 9 = 57 УС) 
Решение нашего уравнения в этом случае имеет вид: 
ой (20) 


или после приведения к действительному виду: 
е — Ае-9#с0$ (и — @). у (21) 
Новые константы интегрирования А и @, как и раньше, могут быть 
определены при помощи начальных значений е и Е 
Полученное решение представляет затухающие колебания, т. е. ко- 
лебательный разряд с убывающими амплитудами. 


Если ас, то оба корня (19) равны и общее решение 18) 


получает вид: 5. 
е—= (А-- Вёе 


Это решение опять дает непрерывное убывание зарядов до нуля. 
$ 7. Цепь с емкостью и электродвижущей силой. В общем случае, 
к которому мы теперь переходим, в цепи имеется еще электродвижущая 
сила, заданная в функции времени. Решение этой задачи сводится 
к интегрированию уравнения О ие 
р 
пе мы... (22) 
ай РА С 


где ЕР является известной функцией времени. Это уравнение отличается 
от предыдущего только тем, что правая часть его отлична от нуля. 
Как известно, решение такого неоднородного уравнения может быть 


1 Злесь и далее вплоть до & 10 7 обозначагт не силу тока, а мнимую еди- 
ницу. Прим. ред. 
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получено из решения однородного методом вариации параметра. Это 
значит, что в решении (20) мы должны считать А, и А, функциями 
времени и подобрать их таким образом, чтобы уравнение (22) удовле- 
творялось. Заметим, что при подстановке в (22) выпадают все члены, 
не содержащие производных от А, и А,, так как это как раз те члены, 
которые мы получаем из (20) в случае постоянства А, и А, и кото- 
рые удовлетворяют поэтому уравнению (18). Поэтому нам достаточно 
рассматривать члены, содержащие производные от А, и А.. Требование, 
чтобы наше решение удовлетворяло диференциальному уравнению (22), 
дает нам одну зависимость между неизвестными функциями ни А.. 
Чтобы вполне определить эти функции, мы должны иметь еще вторую 
зависимость, которую мы можем выбрать произвольно. Этот выбор мы 
делаем таким образом, чтобы вычисления были по возможности просты. 
После первого диференцирования мы получаем из (20): 


4е ы : : ы 
= ([- 9-м) Але ЧТ! — (9-м) АеС1-т! —- 


аа неся пу ЧАь 
а 4 
Пользуясь вышеуказанной возможностью произвольного выбора од- 
ного соотношения между функциями АД; и А, , полагаем: 
„ЧА ‚; ЧА 
её — ПТ -|- ети 2 —(, 23 
ГИДА р ЧЕ НН 


Второе диференцирование дает: 


а2е И ва 
—— = =. я Е ‘п)е(-а— те 
ав > == 9-1") е АЕ (9 = пе | АЕ : 


Точками здесь обозначены те члены, не содержащие производных от А, 
и А., которые выпадают при подстановке. Подставляя эти выражения 
в (22), получаем: 


„ЧА „; А 77 
№. Гир ее 2—0 
(-9-- ме е. (а-- те р". (24) 
Я чад. 
Решаем уравнения (23) и (24) относительно м 
ЧА 78 
ти 27 ПА 20. 
2те Е ея: 
„, А 'о 
Е О Е И 
2те в 9”, 
откуда 
1 ' 
Ат ЗЕЕ 9. 


ду Иена, 
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Подставляя найденные таким образом функции в (20), мы получаем 
выражение, удовлетворяющее уравнению (22). Это выражение будет 
общим решением (22), так как оно содержит две независимых кон- 
станты интегрирования (эти две константы входят в решение в виде 
адитивных постоянных при последнем интегрировании). Благодаря этим 
постоянным в общее решение входят члены того же вида, что ив (20) 
в его первоначальном значении. Члены эти могут быть представлены 
в виде (21). Далее оказывается, что в общее решение входит еще 
сумма двух сопряженных комнлексных членов, которые также могут 
быть объединены в виде действительной величины, содержащей электро- 
движущую силу Р. Наиболее важным является случай, когда Р является 
периодической функцией времени. Эта задача вполне аналогична меха- 
ническому случаю вынужденных колебаний. 

Пусть, например, 

Е==а4008,Е. 


Чтобы облегчить вычисления, мы напишем Р=—=ае"! и в конечном 
результате возьмем только действительную часть. В этом случае по- 
лучаем: з 
р и. 1 омре-+С, 

| За (т — п) 


[#1 1 у 
И {@+Кт-\Е С 
аи и). р 


Нам нужно взять действительную часть от выражения 


она равна 


а (49? - п? — т?) со; тЁ + 2ут тт! 
Г т т? -- 424т? | 
Подставим вместо 9 и И их значения: 


ст 
2. 


1 ее ак 5 
ее — — 47 — у? 
4 И СЕ} 


1 
откуда следует, что 92 -Р и? т [это соотношение мы могли бы на- 


писать и сразу, так как 9? -- 1? есть произведение корней уравнения (10. 
После подстановки этих величин получаем: 


т 
ВИТ ы р. ИТ . че, 
—— —= —— 
ОЕ И РО 7 
Если, затем, мы введем и члены, содержащие константы интегри- 
рования, то мы можем написать общее решение (22) в виде: 


е = 4е-9' с0$ (а) “воз (тё—р). (25) 
в 
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В этом выражении положено: 


т 
1 1 ПРОМ оны и 
о В ь. ку тат? м = Ё [ 1 ы Ри 
(с т) Г м о 
или ) й иг 
#= (с ыы тив -- 2?, юр-= 
ин 


Первый член правой части (25) представляет колебательный разряд, 
системы, который проявляется в отсутствии электродвижущей силы 
в виде так называемых свободных колебаний системы. Благодаря мно- 
жителю е-9' эти колебания весьма быстро затухают. Остаются перио- 
дические незатухающие вынужденные колебания, не зависящие от на- 
чальных условий системы. Период вынужденных колебаний равен периоду 
действующей электродвижущей силы. Амплитуда тока зависит от ве- 
личины 0, которая играет в этом случае роль сопротивления. Амплитуда 
эта велика, если о мало. Для этого необходимо, чтобы г было мало. 
При исчезающе малом г сдвиг фаз между электродвижущей силой и 
током вынужденных колебаний (обозначенный выше через р) прибли- 
жается к значению нуль или п в зависимости от того, имеет ли 71? зна- 


1 
чения меньшие или большие, чем ПЕ! Далее, о тем меньше, чем 


меньше разность между 71 и частотой собственных колебаний си- 


1 
ем —. Следовательно, и здесь мы встречаемся © хорошо из- 
о 


вестным в вынужденных механических колебаниях фактом, что ампли- 
туда таких колебаний тем больше, чем ближе сближаются периоды 
внешней силы и собственных колебаний системы. 

Если Ги Г заданы, то мы можем сделать р малым, если выберем 


1 
достаточно малой величину (с — [1?}?. Отсюда следует, что в случае 


заданной переменной электродвижущей силы может оказаться выгодным 
для получения возможно больших токов включить в цепь конденсатор. 
$ 8. Две связные цепи. Рассмотрим еще случай двух цепей, каждая 
из которых содержит конденсатор и в одной из которых действует 
электродвижущая сила, являющаяся известной функцией времени. 
Если мы выразим силы токов в этих цепях через заряды конденсаторов, 
то получим (как и ранее отдельные цепи обозначены индексами 1 и 2): 


Ве Е Ро в 

о г ть 

ь ИС и 1 НЕ, М 4?е, | © (26) 
Ра — =’ м 


Решим эту сислему для случая, когда Ё является гармонической 
функцией времени Р==асо0$ тЁ, При этом мы пойдем несколько дру- 
гим путем, чем в предыдущем параграфе, но применим попрежнему 
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показательные функции. Поэтому мы заменим Р через Р' — ае!"' и отметим 

получающиеся при э'ом геличины штрихами. Величины е, и е,, которые 

мы ищем, будут в этом случае действительными частями величин е'ие,'. 
Подставим в исходные уравнения (26) выражения: | 


р ТтТЕ ре 
ел = 916 О и 2, =. 


где 91 и 45 должны быть выбраны так, чтобы удовлетворялись уравне- 
1 
ния (26). После подстановки и сокращения на ей”, получаем: 
ПръьА 91 ' у 
т == а + Чт? -- Мд»т? — с’ 
1 
9 


того == [фт -- М1т? — „-. 

С, 
Эти уравнения легко разрешаются относительно 9; и 495. Обе эти 

величины, вообще говоря, получаются комплексными. Положив 


2 1 а 28 
91 =41е® и 49. == 0%, 
мы находим: 
ве ео, о” 
Следовательно, 


е, — а, с0$ (иЁё -- В) и е,— а, сз (тё -[ В»). (2) 


Чтобы получить полное решение, нам необходимо еще добавить 
члены, удовлетворяющие нашей системе при Е==0. Физически это зна- 
чит, что полученные выше члены дают опять вынужденные колебания, 
вызванные в обеих цепях действующей электродвижущей силой. Члены, 
которые мы должны еще добавить, выражают свободные колебания,» 
возникающие в цепях в начальный момент. Чтобы найти эти решения, 
мы полагаем е." = ре" и е„" = ре", где ру, ро и ® должны быть вы- 
браны так, чтобы удовлетворялась система (26) при Р==0. После под- 
становки и деления на 2’, получаем: 


о 
‚раю рю. = Мр.Е? 4 РВ: о. 
(28) 


о р 
порьв Е р. + Мр.^ = т К | 
2 


Этих двух уравнений недостаточно, конечно, для определения трех 


2 р Е 
величин А, буи р., но мы можем найти из них Ви отношение" —1. Этого 
р 2 
и следовало ожидать, так как если мы найдем какую-либо систему 
решений е."и е,”, то, очевидно, умножив ее на произвольную постоян- 
ную, мы опять получим решение исходной системы. Исключая отно- 


шение РЪ, мы получим для определения А уравнение четвертой степени: 


2 


1 
(щечив + оо) (Бе нА су] = 99 (29) 
Л 2 


10 плат Теортя элекгроматнитного поля, 
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Для каждого значения корня Ё из (28) мы получим соответствую- 


щее значение отношения 23. Выбрав произвольно, например, р., мы 


т 
однозначно найдем и р.. Следовательно, к каждому интегралу (27) 


надо добавить четыре члена. При этом в общее решение войдут четыре 
константы интегрирования, значения которых могут быть определены 
по заданным для начального момента четырем величинам: 


Не 4е, 
1 у т? е› И г. ь 


Можно показать, что если среди корней уравнения (29) есть дей- 
ствительные, То они должны быть отрицательными, так как только 
в этом случае соответствующие им члены дают апериодическое уменьше- 
ние зарядов. Если действительных корней нет, то мы имеем две пары сопря- 
женных комплексных корней, действительные части которых опять отри- 
цательны. Эти корни соответствуют затухающему колебательному разряду 
конденсаторов. Обозначим эти комплексные сопряженные корни через: 


и : 
ЕЕ =, 


Если мы примем во внимание, что сопряженным комплексным зна- 
чениям А соответствуют также сопряженные комплексные значения р./р. 
и обозначим эти значения через с:е*=® и ве“, то общее решение (26) 
мы можем привести к виду: 


е; = а; с0$ (11 -- В;) Е Се-84 соз (и - 1.) -- Сье-* соз (п, -- 1), 
е2— а, соз (т -|- В) - в. Се“ соз (пу, 8.) | в, Се-*# сов (из -Р 1, %,). 


Аналогичным образом может быть рассмотрена задача с п цепями, в каж- 
° дой из которых имеется конденсатор и содержится электродвижущая сила. 

$ 9. Влияние толщины проводника на коэфициент самоиндукдии. 
До сих пор мы считали провода, из которых состояли наши цепи, 
линейными. Но толщина проволоки оказывает влияние на коэфициент 
самоинлукции. Действительно, коэфициент самоиндукиии, как мы ви- 
дели, равен потоку магнитной индукции, пронизывающей опирающуюся 
на контур тока поверхность в случае, когда по контуру протекает ток 
силой в единицу. При конечной толщине проводника величина опираю- 
щейся на него поверхности становится неопределенной. Правда, вели- 
чина, к которой относится эта неопределенность при тонком провод- 
нике, не велика, но так как как-раз вблизи проводника с током зна- 
чение магнитной индукции велико, то величина самоиндукции будет 
существенно зависеть от распределения тока в проводнике. 

Для коэфициента взаимной индукции эта зависимость от размеров про- 
водника не так велика, если только оба контура не чрезвычайно близки 
друг к другу. Это видно из того, что для вычисления коэфициента взаимо- 
индукции нам нужно вычислить поток магнитной индукции через поверх- 
ность одного из контуров, когда в другом течет ток силою в единицу. 

В области, неопределенной благодаря нелинейности проводника, зна- 
чение магнитной индукции имеет значения, большие, чем в других 
местах поверхности. 


` 
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$ 10. Вычисление магнитных полей в простых случаях. Для вычи- 
сления значений коэфициентов само- и взаимоиндукции в конкретных 
случаях необходимо знать магнитное поле, создаваемое заданным током 
вокруг данного проводника. Это поле может быть всегда найдено при 
помощи законов, указанных в гл. Г. Здесь мы рассмотрим некоторые 
частные случаи, 

В качестве первого случая мы рассмотрим магнитное поле пря- 
мой катушки, находящейся в воздухе. Если витки катушки располо- 
жены плотно один около другого, то мы можем заменить катушку рав- 
ным числом кольцеобразных проводников, по каждому из которых 
протекает ток той же силы Г, что и в катушке. Для того чтобы под- 
считать магнитное поле вне катушки, мы можем заменить каждый из 
этих контуров двойным магнитным слоем, выбрав в качестве толщины 
этого слоя расстояние между двумя последовательными витками катуш- 
ки. Направление магнитного момента каждого двойного слоя опреде- 
ляется направлением тока, а плотность магнетизма в электромагнитных 


й 

единицах равна 1. Так как последовательные магнитные листки приле- 

гают друг к другу, то противоположные их магнитные заряды взаимно 
ы 1 

нейтрализуются, и мы получим только два слоя с плотностями -- на 


обоих концах катушки. 
Для точек, лежащих внутри катушки, этот результат не может быть 
верным, так как в этом случае при прохождении через концевые поверх- 
ности катушки напряженность магнитного поля должна бы испытывать 
скачок. Легко видеть, что причина этого расхождения лежит в том, что 
эквивалентность поля тока и двойного слоя имеет место только в точ- 
ках, лежащих вне слоя. Все осталь- 
ные наши выводы остаются в силе. „ р С 
Поэтому, для того чтобы найти на- ы р 
пряженность магнитного поля в точке р 
Р, лежашей внутри катушки, доста- 
точно расположить двойные слои та- 
ким образом, чтобы точка Р лежала 
вне всех этих слоев (фиг. 22). При В УУ 0 
этом два слоя противоположных зна- Фиг. 22. 
ков, расположенные по обе стороны 
от Р, не уничтожают друг друга, и мы должны кроме магнитных заря- 
дов, расположенных на концах катушки, принять во внимание и поле, 
созданное этими зарялами, расположенными на поверхностях (Уи ХУ, 
которые мы будем считать бесконечно близкими к точке Р. Направление 
поля, создаваемого этими слоями’ в точке Р, приближается при этом по 
направлению к оси катушки. Величина поля, вызываемого в точке Р 
слоем, расположенным на (У, будет, согласно гл. [, равна телесному 


1 
углу (Р, ИУ), помноженному ва. 


1 Здесь и дальше Ё вновь обозначает силу тока, а не мнимую единицу. 
Прим ред. 


10* 
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В пределе телесный угол становится равным 2п. Поэтому лля общей 
напряженности магнитного поля, вызываемого в точке Р обоими слоями, 


1 
расположенными на поверхностях ОИ и ХУ, мы получим 4п 5: Для рас- 


смотрения 6 между двумя смежными витками мы можем написать ди = 1, 
где п обозначает число витков катушки, приходящихся на сантиметр 
ее длины. Поэтому вышеполученное выражение для напряженности маг- 
нитного поля переходит в 4. 

Если катушка очень длинна по сравнению со своим сечением, то для 
точек, находящихся не слишком близко к концам катушки, мы можем 
считать магнитные массы, расположенные на концах катушки, сосредо- 
точенными в двух точках, магнитных полюсах катушки. Другими словами, 
это означает, что мы можем считать расстояния от рассматриваемой 
точки до любой точки концевой поверхности катушки одинаковыми. 
Обозначим эти расстояния от обоих концов катушки буквами о НА 
а поперечное сечение катушки буквой 5. Тогда напряженность магнит- 
ного поля в точке, лежащей вне катушки, будет равнодействующей 


Е И — направленных по линиям, соединяющим 
я то 
рассматриваемую точку с полюсами. 

Для точки, расположенной внутри катушки, к этому присоединяется 
еще поле 4п1м. Так как х,? и 7,? велики по сравнению с $ (если рас- 
сматриваемая точка не слишком близка к концу катушки), то состав- 


115 175 
ляющие векторов г) и — Е» будут малы, и мы можем считать поле 

пей и 

1 о 


двух векторов 


внутри катушки однородным. Направление магнитного поля совпадает 
внутри такой катушки с ее осью, а величина напряжения поля равна 
4тёт. Если мы примем, что поле внутри катушки однородно, а вне 
катушки настолько слабо, что мы им можем пренебречь (так как вне 
катушки ноле определяется вышенаписанными величинами, которые для 
не слишком малых Г весьма малы по сравнению с 4п@), то вышеприве- 
денный результат мы можем очень легко получить при помощи первого 
уравнения Максвелла в интегральной форме. В электромагнитных единицах 
это уравнение дает: 
|, &=4| С. 48. 


Интеграл, стоящий # левой части, мы можем вычислить, если в ка- 
честве контура интеграции возьмем прямую, проходящую по оси катушки 
и замыкающуюся как-либо вне катушки. Если длина катушки Дан 
обозначает искомую напряженность магнитного поля, то интеграция 
вдоль прямой параллельной оси дает Н/, а интеграция по замыкающей 
прямую внешней части контура дает нуль (вследствие того, что вне ка- 
тушки поле исчезающе мало). Интеграл в правой части равенства дает 
общую силу тока, пронизывающего поверхность, опирающуюся на кон- 
тур интегрирования. Каждый из и/ витков катушки пронизывает эту 
поверхность один раз и несет ток ?. Поэтому значение этого интеграла 
равно 4. Отсюда непосредственно получаем: 


Н == 41. 
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Этот вывод приложим одинаково и в случае, когда внутренность 
катушки занята воздухом, и в том случае, когда она заполнена же- 
лезом. Но магнитная индукция во втором случае в | раз больше, чем 
в первом. 

Полученные результаты позволяют подсчитать коэфициент самоин- 
дукции катушки. Если длина катушки 1 очень велика по сравнению с 
ее сечением, то поле в такой катушке мы можем считать по всей длине 
однородным, и напряженность его 


Н) = 41. 


Если внутренность катушки заполнена веществом, проницаемость ко- 
торого равна р, то магнитная индукция в катушке равна: 


В—4Апшия 


и направлена также вдоль оси катушки. Если 5 обозначает площаль 
витка, то поток индукции, пронизывающий этот виток, равен Ап $5, 
а поток, пронизывающий все и/ витков, будет: 


№ == 4п ил? 151. 


Отсюда мы непосредственно получаем величину коэфициента самоин- 


дукции 
Г. = 4тии? 5. 


При силе тока { общий запас магнитной энергии катушки равен: 


/ 


- 1? — Эти? ВР. 


Так как полем вне катушки можно пренебречь, а поле внутри ка- 
тушки однородно, то мы можем считать всю энергию распределенною 
равномерно по объему (5. 

Таким образом в единице объема магнитного поля сосредоточена 
энергия в количестве 2п 2. Эту плотность энергии можно представить 
еше в следующей формуле: 


и 2 = вн) (30) 


Так как состояние поля в любой точке определяется значением Н, 
то, очевидно, последнее выражение будет определять плотность магнит- 
ной энергии во всех случаях, даже когда поле не однородно. 

В этих выражениях мы пользовались электромагнитными единицами, 
но, конечно, мы можем выразить полученные результаты и в других 
сдиницах. Так, например, в единицах, которые мы ввели в гл. Г, 
мы получим для плотности магнитной энергии выражения: 

И 1 


БНР 5 (ВН) 08 (31) 


т. е. формулы, вполне аналогичные полученным ранее выражениям для 
плотности электрической энергии (гл. П, $ 5). 
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$ 11. Кольцеобразная катушка. Таким же образом, как и в случае 
прямой катушки, мы можем определить магнитное поле, вызываемое 
током, протекающим но кольцеобразно согнутой катушке. Сначала мы 
рассмотрим случай, когда в поле нет намагничивающихся веществ. По- 
ложим, кроме того, что толщина кольца мала по сравнению с его 
размерами. По тем же основаниям, что и в предыдущем параграфе, мы 
заключаем, что вне кольцеобразной катушки магнитное поле отсутствует, 
а внутри катушки напряженность поля всюду постоянна, и магнитные 
силовые линии имеют форму колец, центры которых расположены на 
оси катушки. Подсчитав величину линейного интеграла от напряжения 
магнитного поля вдоль такой кольцевой силовой линии, мы получим 
для напряженности магнитного поля внутри катушки выражение: 


Н= 41 т, 


где И означает число витков на единицу длины катушки. Условие не- 
прерывности тангенциальной составляющей Н кажущимся образом нару- 
шается на поверхности кольцевой катушки, так как вне катушки Н ==0. 
Однако нарушение это только кажущееся, так как на поверхности ка- 
тушки мы имеем металлический слой, образованный обмоткой катушки, 
и поле в этом обтекаемом током слое непрерывно уменьшается от выше- 
указанного значения до нуля. 

Рассмотрим, далее, кольцо из мягкого железа, обмотанное катушкой. 
Очевидно, все полученные нами выводы применимы и в этом случае, и 
мы получаем для магнитной индукции внутри кольца выражение: 


В = 4пши. 


Вследствие большого значения в коэфициент самоиндукции такой 
катушки очень велик. 

„= а Ь Положим теперь, что кольцо из мягкого 
железа обмотано проволокой только на части 
своей длины. Пусть общее число витков об- 
мотки равно №. Благодаря большому значению 
№ только небольшая часть линий магнитной 
индукции, проходящих в железе, выходит на- 

\ ружу. Поэтому и в этом случае мы можем с 
большим приближением считать линии магнит- 
ной индукции кругами концентрическими с же- 
лезным кольцом. Из соленоидального характера 

Фиг. 23. В мы, далее, заключаем, что вдоль всего кольца 

значения В и Н постоянны. Если { означает 

длину окружности оси нашего кольца, то теорема о линейном интеграле 
от Н но замкнутому контуру { дает: 


НЕ == 4 М, 
откуда 
В ан, 


- Рассмотрим теперь еще ту же задачу в случае, когда в железном 
кольце имеется небольшой вырез @6 (фиг. 23). Пусть длина ар=Р, 
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а длина остальной части кольца Г, так что общая длина 1 -НГ. 
Если вырез аб очень мал, то и в этом случае мы можем считать линии 
магнитной индукции приблизительно кольцеобразными, а величину В но- 
стоянной вдоль всего контура кольца. Так как поверхности а и р пер- 
пендикулярны к линиям магнитной индукции, то вследствие непрерывности 
нормальной составляющей индукции значение В в узком воздушном у 
зазоре равно значению его в железе. Теорема о линейном интеграле 
от Н дает: 


ы Р-- ВР — 4, 


откуда 
Ат, 


ЕАО, 


Так как для железа м может иметь очень большие значения (боль- 
ше 300), то из этого уравнения видно, что величина магнитной индукции 
значительно уменьшается даже при очень маленьком воздушном проме- 
жутке. Это равенство делает понятным известный факт значительного 
усиления индукции, получающейся между полюсами обычного электро- 
магнита при уменьшении воздушного зазора между этими полюсами. 

$ 12. Взаимоиндукция между обмотками инлуктория. В качестве 
последнего примера рассмотрим коэфициент взаимной индукции между 
обмотками индуктория. Пусть № будет число витков первичной об- 
мотки, длина которой равна /. Как мы видели, напряженность магнит- 
ного поля такой катушки вне ее равна нулю, а внутри имеет значение: 


4п ИУ 
р 


В 


Н == 

Магнитная индукция В сердечнике из мягкого железа будет: 
-№ 
= ЧтрРт. 


Искомый коэфициент взаимной индукции равен деленному на силу 
тока { значению поверхностного интеграла от магнитной индукции, рас- 
пространенному по поверхности, опирающейся на обмотку вторичной 
катушки. Если вторичная катушка состоит из М витков, то эту поверх- 
ность мы можем разложить на № дисков. Благодаря большому значе- 
нию м, мы можем при подсчете потока индукции через каждый из этих 
дисков ограничиться только частью поверхности, лежащей внутри железа. 
Если О означает поперечное сечение железного сердечника, то значение 


искомого интеграла будет: 
м 

О. 
й 


Следовательно, искомый коэфициент взаимной индукции 


4пШ я 


! 


© 


М = 41 —_ 
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$ 13. Индукция в движущихся проводниках. До сих пор мы рассмат- 
ривали явления индукции, при которых изменения магнитного поля вызы- 
вались изменезием силы токов, протекающих по неподвижным провол- 
никам. Но магнитное поле изменяется и в случае перемещения или 
деформации проводника, по которому протекает ток. Эти изменения 
магнитного поля также вызывают индукционные действия. 

Представим себе два контура, которые мы отметим индексами Ти2, 
второй из которых не содержит электродвижущей силы. Вычислим ин- 
дукционное действие, получающееся во втором контуре, когда первый 
перемещается из положения А в положение В. Это перемещение можег 
сопровождаться и деформацией, но сила тока { в первом контуре должна 
при этом оставаться постоянной. Экспериментально можно считать твердо 
установленным, что общий заряд, протекающий по второй цепи, равен 
нулю, если после произвольных перемещений и деформации первого 
контура и изменений протекающего по нему тока опять восстанавли- 
вается первоначальное состояние, 

Поэтому мы представим себе следующий опыт. В первом контуре, 
паходящемся в положении А, ток замыкается, далее, эта цепь перено- 
сится в положение В, здесь ток размыкается и контур возвращается в 
положение А. Согласно вышесказанному. интеграл по времени от индук- 
тированного при этом во втором контуре тока должен быть равен нулю. 
При последнем перемещении, во время которого ток в первом контуре 
не течет, во втором контуре не индуктируется никакого тока. Поэтому, 
если мы обозначим значение коэфициента взаимной индукции в поло- 
жениях 4 и В соответственно через ЛИ, и М,, сопротивление второго 
контура через т, и индуктированный во время перемещения пер- 


вого контура во втором заряд через 4, то мы получим соотношение 
[вл 1%, 153): 


Вы ЙЕ ее й 

т а- ы =%0. 
Отсюда ь 
(М. — Ми 


[#1 = 

Г 
При этом выводе нет необходимости учитывать самоиндукцию ВТО- 
рого контура, так как до и после опыта силы токов в обоих конту- 


рах равны нулю и при нахожлении Г. 4: член, зависящий от самоин- 


дукнии второго контура, выпадает [уравнения (7) гл. 1М, $ 3]. 

Возможность вычисления индуктированного при перемещении пер- 
вого контура во второй заряда вышеполученным образом следует непо- 
средственно из второго уравнения Максвелла, согласно которому ли- 
нейный интеграл от напряженности электрического поля, взятый вдоль 
второго контура, всегда определяется изменением числа пронизывающих 
его линий магнитной индукции, независимо от того, вызывается ли 
Это изменение изменением тока, протекающего по первому контуру, или 
относительным перемещением обоих контуров. 

Мы можем изменить уравнения (7) (гл. 1\, $ 3) таким образом, что 
они будут приложимы в случае любого перемещения и деформации 
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контуров, сопровождающейся или не сопровождающейся изменением 
силы протекающих по ним токов. В первом из этих уравнений сла- 


41 
гаемое а обозначает взятую с обратным знаком скорость изме- 


нения погока индукции, посылаемого вторым контуром через первый. 
Так как этот поток индукции во всех случаях равен /Л,, то нам до- 


ИЕ 
статочно вышенаписанное слагаемое заменить через РР (МЬ). 
Аналогичным образом мы учтем влияние деформации первого кон- 
а А 
тура, если заменим слагаемое — Г - через — = (6! 


Выполнив повсюду эти замены, мы получим слелующие уравиения: 


р 1 [2 \ 
7 = [Е (Е) . во | 

т 4 32) 
рег Ма: (м я ) 
"р | В 26) — 1) ) 


Рассмотрим теперь происходящие при этом превращения энергии, 
При этом, для простоты, мы будем считать, что движения происходят 
так медленно, что в системе не накапливается заметное количество 
кинетической энергии. 

Далее, мы будем считать, что силы тяжести исключены. Мы будем 
поэтому учитывать только работу движущих сил, работу электродвижу- 
щих сил, выделяющееся в цепях тепло и электромагнитную энергию 
поля. Последняя энергия в любой момент времени выражается форму- 
лой (8). Если работу действующих на систему сил за время 4 мы 
обозначим через @Й, то 


ПИРА ЕЕ а пе 


Подставив в это равенство выражение последнего члена, получен- 
ное из (8), и исключив при помощи (32} электродвижущие силы, мы 
получим: 


а и : 
ай -- —- (а - В 4 -- па: - (М. а--ь т: (МЫ) & = 
а ий 
2 а - ы 
ИИ ый В (мн а 


НЛИ 


1 
а —= — 5684, — 5-4, — БВ, ам. 


Чтобы сделать этот результат наглядным, мы рассмотрим случай, 
когда коэфициенты самоиндукции 2. и Г, остаются постоянными. 
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В этом случае полученное равенство принимает вид: 
ай—— пыам. (33) 


Если это равенство дает положительное значение для @, то рас- 
сматриваемое перемещение требует затраты работы, т. е. рассматри- 
ваемые цепи действуют друг на друга силами, которые препятствуют 
перемещению. Если @\И отрицательно, то силы взаимодействия сами 
вызывают рассматриваемое перемещение. Силы эти носят название 
электродинамических сил. Направление этих сил зависит от 
относительного направления протекающих по контурам токов. Если 
один из токов изменяет свое направление, то и силы изменяют знак, 


лава №, 
ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ. 


$ 1. Общее уравнение энергии. Если мы имеем систему уравнений, 
описывающих некоторый физический процесс, то мы всегда можем 
получить из них уравнение, выражающее закон сохранения энергии. 
Это уравнение всегда состоит из ряда членов, сумма которых по- 
стоянна. Отсюда следует, что сумма изменений, которые испытывают 
эти слагаемые, равна нулю. Чтобы найти это уравнение, мы исходим 
из выражения, дающего изменения энергии или работу действующих 
сил. В рассматриваемой проблеме, руководствуясь аналогией с течением 
жидкости, мы приходим к мысли исследовать интеграл 


| © с) а5, 


взятый по объему, ограниченному замкнутой поверхностью 6. При этом 
мы будем исходить из основных уравнений поля (гл. 1, $ 12) и будем 
пользоваться системой единиц, указанной в п. Г $ 11 гл, Е. При по- 
мощи поверхностей разрывов непрерывности рассматриваемых величин 
весь исследуемый объем мы можем разделить на части, в каждой из 
которых все встречающиеся величины непрерывны. При помощи пер- 
вого уравнения Максвелла (1') мы преобразовываем рассматриваемый 
интеграл следующим образом: 


\ веко 05 


Ё ЭН, ЭВ р [39 м) р [3% _ 3,1 дб 
с с С 


Интегрируя по частям, мы приводим это выражение к виду: 


АЕ" 3, ЗЕ, Э8, ав, Е, 
ев.) + о [О 
с | тв [1, 0$ (п; ]) — Н,соз (п. К)] --Е,[Н,соз (п. К) — Н,с03 (п.1)] Е 
ЧЕ ЕН, соз (п, 1) — Н,с08 (п, } 48 
— 
-|- о С | т [Нтс0$ (п; ]) — Ни 6$ (и: к)| — Еж [Ни с0$ (па) — 
— Ндсоз (вк)... } 40. 


156 ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 


Первый из полученных поверхностных интегралов должен быть рас- 
пространен по внешней поверхности 6, а последующие по поверхно- 
стям разрывов непрерывности векторов поля. Каждый из этих послед- 
них интегралов может быть (путем прибавления двух равных и проти- 
воположных по знаку слагаемых, получающихся из имеющихся членов. 
путем циклической перестановки) представлен в виде: 


Г Ед Бу Ел Е Еуи Ей | 
= На Н, в Н. Ей я Низ Н УП Н 21 ‚ 43. 
с0$ (п1{) с0$ (п]) с0$ (пк) 0$ (11) с0$ (п]) с0$ (пК) | 


Если в первом из этих детерминантов мы вычтем из первой строки 
умноженную на Е» третью, а из второй строки умноженную на Ми 
третью, то в первой и второй строках мы получим соответственные 
тангенциальные составляющие по осям векторов Е и Н. Выполнив 
такое же преобразование во втором детерминанте, мы убедимся на осно- 
вании непрерывности тангенциальных составляющих, что оба детерми- 
нанта равны друг другу. Следовательно, рассматриваемый интеграл равен 
нулю. К этому заключению мы можем также притти, заметив, что пер- 
вый детерминант дает объем параллелепипеда, который образован век- 
торами Е;, Н, и единичным вектором п, имеющим направление нормали. 
Объем этот не изменится, если мы заменим Е; и Н, их тангенциальными 
составляющими. Аналогичным образом мы можем интерпретировать вто- 
рой детерминант. Отсюда опять следует их равенство. 

Оставшиеся члены равенства мы преобразовываем, далее, при по- 
мощи второго уравнения Максвелла (П), причем интеграл по внешней 
поверхности мы опять представим в виде интеграла от детерминанта. 
Получаем: 


ть и Е,С, = ЕСА а5 ЕЕ | (НВ. за нуу -- Н,В.) 25 = 


х у = 
—= — с Е. в Н, |946 


„) | 0$ (1) с0$ (п]) с0$ (пк) 


Примем теперь, что все наши среды изотропны. При дальнейшем 
преобразовании первого из полученных объемных интегралов мы будем 
различать части пространства, заполненные проводниками и диэлектри- 
ками. Соответствегно с этим мы разобьем этот интеграл на две части, 
которые мы отметим индексами 1 и 2. В последнем, согласно основному 


уравн ‘нию (1\), С—=5, в первом, согласно (\): 


1 
с=-—(ЕТЕ), 
5 ГЕ.) 


следовательно, 
о: 


е* 
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Подставив эти значения и изменив знак на обратный, мы по- 
лучаем: 


| о гв Е го Выса 45. г | о ее == С -Р СР) й 5 = 


— [е.б вр, в.брах — [(9.В,-+ НВ, н.а = 


Е а Ра 
Е а ей) Я. Я 5. 


60$ (1) с0$ (п]) с0$(пК) 


. 


Вычислим теперь последний детерминант: 


Е А соз (11) Е (Е.Н, — Е „Я, соз (п) -- 


Ве СЕ бит Е,Н,) с0$ (пК}; 
1 
мы видим, что его можно рассматривать как вектор =” имеющий 


направление внешней нормали. Составляющие этого вектора по осям 
равны: 


(ЕН. — ЕН» 


ит дл. Следовательно, он равен векторному произведению [Е.Н]. 

Наконец, мы можем еше упростить полученное равенство, подста- 
вив на основании основных уравнений (\) и (Ш) в левые части 
р = Е и В=мН. Таким образом получаем окончательно: 


Г р 
| во 48, [о ее ы. $8245, — я = рН? —\ $,49. (№ 

В этом равенстве первый. член, очевидно, представляет работу, со- 
вершенную в единицу времени в проводниках электродвижущими 
силами. 

$ 2. Примеры. Чтобы выяснить физический смысл остальных членов, 
проще всего рассмотреть ряд частных случаев. 

Первым мы рассмотрим случай, когда поверхность с улалена так 
далеко, что, в согласии с нашими прежними предположениями относи- 
тельно векторов -Е и Н, мы можем в (1) пренебречь последним инте- 
гралом. Если сверх того мы имеем дело со стационарным состоянием, 
т.е. с явлениями, рассмотренными нами В гл. Ш, то из (1) остается 
только равенство: 


| в‚о 45, = |2 45) . (2) 


Правая часть этого уравнения, очевидно, представляет тепло, выде- 
ляемое в проводниках по закону Джоуля. Равенство это выражает 
эквивалентность этого тепла работе, совершаемой электродвижущими 
силами. 

Как мы видели в прошлой главе, эта эквивалентность нарушается, 
если вследствие изменения СИЛЫ токов в проводниках энергия Поля 


158 ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 


ы убывает или возрастает. Если мы примем, что при этом не возникает 
никаких зарядов, а имеющиеся заряды не изменяются, то в окружаю- 
щем проводники диэлектрике Е постоянно, и наше уравнение ‘энергии 
принимает вид: 


= 


\ Пе —= \ 0С? 4$, +5 | иН?а$. (3) 


Третий член этого равенства, равный разности между работой элек- 
тролвижущих сил и выделенным теплом, представляет изменение энер- 
гии, вызванное изменением магнитного поля токов. Эта энергия равна: 


| №2 45. 


Так же как в аналогичном равенстве 5 5 гл. П, мы будем эту энер- 
гию считать распределенной известным образом в объеме, а именно 
в каждом элементе объема 4$ мы будем считать заключенным количе- 
ство энергии, равное 


1 
9 ВН? а5. 


В согласии с результатом $ 10 гл. ТУ, мы получим при этом плот- 


1 
ность магнитной энергии -5; ВН? | в электромагнитных единицах Г. ИА, 
со 


_В 


в электростатических единицах 5, и". Это выражение мы можем 
пе? 


1 
также написать в виде __ в электромагнитных единицах ЗВ 
пни 


Г. 


1 1 | 
в электростатических единицах В? | или в виде -_- (Н.В) | в элек- 
8 пис 7 
тромагнитных единицах = (Н.В), в электростатических единицах 
(Н.В) 
8пе? : 


Если, наконец, мы допустим и переменное электрическое поле в ди- 
электриках, то (1) получит вид: 


ы [21 1 р и | 1 . 


Уравнение (4) говорит, что работа электродвижущих сил равна вы- 
деленному теплу плюс увеличение энергии поля, которую можно счи- 
тать состоящей из двух частей. Первая часть, равная 


1 
ее 4$. Я 
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зависит только от электрического поля и вполне соответствует той 


электростатической энергии, которую мы рассмотрели в гл. П. Вторая 
часть равна 


1 вр 45 
ой 


и зависит только от магнитного поля. Эта энергия, как мы видели 
в гл. ПУ, играет основную роль в явлениях индукции. Целесообразно 
назвать эти величины электрической и магнитной энергией 
поля. 

$ 3. Вектор Пойнтинга. Рассмотрим теперь уравнение (1) в самом общем 
случае. Предположим, что поверхность б выбрана произвольно и мы рассмат- 
риваем систему, находящуюся внутри этой поверхности. Значение всех 
членов левой части уравнения (1) нам уже известно из предыдущего, и 
нам остается только интерпретировать значение поверхностного интеграла, 
стоящего в правой части. Этот интеграл должен представлять энергию, 
которою рассматриваемая система обменивается с окружающими телами. 
Такой обмен энергией вообще, конечно, будет происходить, так как 
произвольно проведенная поверхность © не прерывает связи между те- 
лами, находящимися по обе стороны от этой поверхности. Так как эта 
отданная или полученная энергия представляется в виде интеграла, рас- 
пространенного по всей поверхности ©, то целесообразно приписать 
каждому элементу поверхности соответственный элемент интеграла 
энергии. 

Таким образом Пойнтинг пришел к мысли о потоке энергии, Т. е. 
к идее, что в единицу времени через каждый элемент поверхности 45 
протекает энергия 5,46. При этом вектор потока энергии равен: 


$—е [Е.Н]. . (5) 


Этот вектор Пойнтинга может быть определен в каждой точке про- 
странства, и при его помощи мы получаем простую воз- 
можность истолкования правой части уравнения (1). 
$ 4. Простой пример. В качестве первого примера 
мы рассмотрим замкнутую цепь, содержащую элек- 
тродвижущую силу, в которой течет постоянный ток. 
Пусть фиг. 24 изображает эту цепь, в которой между 
А и В действует электродвижущая сила. Пусть А 
является положительным полюсом, так что ток течет 
в направлении стрелки. Мы покажем, что согласно Е 
теореме Пойнтинга из элемента АВ энергия непре- фиг. 24. 
рывно вытекает в окружающий проводник эфир, 
между тем как остальные части проводника непрерывно поглощают 
энергию из эфира. 

Как мы знаем, в проводнике в областях, где не действуют электро- 
движущие силы, повсюду существует падение напряжения, Т. ©. элек- 
трическое поле, направленное по току, Это поле существует внутри 
проводника, а так как на поверхности тангенциальная составляющая 
поля непрерывна, то и вне проводника вблизи его поверхности 
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напряженность электрического поля Е касательна к поверхности и на- 
правлена по току. В этом же месте благодаря току существует и маг- 
нитное поле Н. 

Возьмем элемент длины проводника, имеющий форму цилиндра, и 
рассмотрим среднее его сечение (фиг. 25). Вектор Е имеет направ’ ение 
образующих этого цилиндра, а вектор Н расположен по касательной 
к окружности поперечного сечения проводника. На- 
правление вектора Н определяется направлением тока. 
Вектор Пойнтинга $ перпендикулярен к обоим этим 
векторам. Это направление соответствует повороту 
на прямой угол правого винта от Е, к Н. Таким 
образом вектор энергии направлен внутрь провод- 
ника. Рели радиус кривизны повсюду велик по 
сравнению с толщиной проводника, то вектор Пойн- 
тинга будет приближенно иметь то же относительное 
направление для всех участков проводника, в кото- 
рых не действуют электрод`ижущие силы. Таким об- 
разом за исключением этих участков энергия течет 
повсюду из окружающего пространства внутрь про- 
водника. В участке цепи между А и В ток имеет 

Фиг. 25. направление ВА, следовательно, имеет то же налпра- 
вление, что и в соседних участках цепи, но падение 
потенциала происходит в направлении АВ, и, следовательно, напряжен- 
ность электрического поля Е имеет направление, прямо противопо- 
ложное направлению Е в соседних участках. Поэтому на этом участке 
и вектор $ имеет, обратное направление. Таким образом в участках 
цепи, в которых действуют электролви- 
жущие силы, энергия непрерывно вы- 
текает из проводника в окружающую 
среду. 

Применим уравнение (1) к объему, 
ограниченному поверхностью б Цилин- 
дрического элемента проводника, в ко- 
тором не действуют электродвижущие 
силы. Тогда первое слагаемое левой 
части выпадает. Два последних слагае- 
мых левой части также выпадают, так 
как мы имеем дело со стационарным 
явлением. Оставшиеся члены показы- 
вают, что количество выделяющегося 
в рассматриваемой части цепи тепла равняется притекающей из окру- 
жающей среды энергии. ь } 

Следующий пример выставлялся в качестве возражения против тео- 
рии Пойнтинга. Представим себе статическую проблему: положительно 
заряженный шар, нахолящийся в магнитном поле земли. Пусть напра- 
вление этого поля будет ОН (фиг. 26). В произвольно взятой точке Р 
вне шара векторы Е и Н имеют указанное на рисунке направление. 
Поэтому в этой точке мы можем указать величину вектора $. На пря- 
мой ОН этот вектор равен нулю, а во всех других точках он отличен 


Фиг. 26. 
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от нуля. Таким образом в среде, с точки зрения Пойнтинга, существует 
поток энергии. Так как состояние всей системы не меняется, то это 
заключение кажется противоречивым. Однако если мы внимательнее 
рассмотрим вектор $, то мы заметим, что возникновение лотока энер- 
гии не содержит в себе никакого противоречия. Действительно, напра- 
вление $ повсюлу совпадает с касательной к окружности, плоскость ко- 
торой перпендикулярна к ОН, а центр лежит на этой прямой. В каж- 
дой точке такой окружности значения Е и Н постоянны и образуют 
одинаковые углы. Поэтому и значение $ на каждой такой окружности 
постоянно. Согласно теореме Пойнтинга энергия течет по этим кру- 
гам. Такое течение энергии по замкнутым кольцевым трубкам постоян- 
ного сечения нельзя заметить, Поэтому нельзя и утверждать, что тео- 
рия Пойнтинга противоречит в этом случае опыту. } 


11 Лорени. Теорин элентромагаийтного подя, 


Глава \1. 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ТЕОРИЯ СВЕТА. 


$ 1. Свободный эфир. Возвратимся опять к нашим основным урав- 
нениям электромагнитного поля в свободном эфире:- 


ее УС —=0, 
с 
1. р 
ЕЕ № УВ = 0, 
В—Н, 
С=Е. 


Из этих уравнений легко исключить все векторы, кроме Н или 
кроме Е. Выполнив это, получаем: 


В 
ГО тОЕ == —-— Е, 
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ГО ТОН == — г Н. 

Дальнейшие преобразования мы выполним над первым из этих урав- 
нений, второе уравнение может быть преобразовано совершенно ана- 
логично. 

Напишем первое уравнение для составляющих по оси Х: 


о [28 8.9, 98.) ти, 
ду \ 9х ду 92 \ 9= 9х 2 9 ` 
Это уравнение может быть написано в виде 
д о ем - м 
дх \ 9х ду д2 д о Та) а. 


Согласно одному из основных уравнений ЧУЕ==0, поэтому по- 
следнее уравнение принимает вид: 
В 
ВЕ = и —*. {1) 
2 0 
Аналогичные уравнения мы получим для остальных составляющих. 
Из полученного диференциального уравнения следует, что рассма- 
триваемое состояние распространяется со скоростью с. Мы не будем 
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доказывать это для общего случая, а ограничимся самым простым, но 
вместе с тем самым важным случаем поля плоской волны. Это — поле, 
при котором в некоторый данный момент состояние всех точек любой 
плоскости, параллельной некоторой заданной плоскости, одинаково. 
Вследствие постоянства скорости распространения состояний, это свой- 
ство сохраняется и для любого другого момента времени. Такой процесс 
мы называем распространением плоской волны. Вышеуказанные парал- 
лельные плоскости являются при этом плоскостями фронта волны. 

Если мы обозначим распространяющуюся величину буквой фи рас- 


положим ось 2 перпендикулярно к фронту волны, то р и = по- 
всюду будут равны нулю и уравнение 
1 №9 
.. с? 9 
упрощается и принимает вид: 
эр 1 
ов (2) 


9 р’ 
Общее решение этого уравнения имеет вид: 
ф=Л (2—0) Л@- 00, (3) 


где /, и № совершенно произвольные функции. 

Рассмотрим сначала первый член этого решения. Легко видеть, что 
это решение показывает, что в данный момент в каждой точке про- 
странства имеег место состояние, которое на Ё секунд ранее было в другой 
точке, отстоящей от данной по прямой, параллельной оси 2, на отре- 
зок сё. Таким образом представляемое этим решением состояние дей- 
ствительно распространяется со скоростью с вдоль положительного на- 
правления оси 2. Аналогично легко убедиться, что второй член решения 
(3) представляет состояние, распространяющееся со скоростью с в на- 
правлении отрицательной оси 7. В одном и том же пространстве может 
происходить одновременно и распространение состояний в обоих на- 
правлениях. Этот процесс и выражает общее решение (3). Для упроще- 
ния мы ограничимся в дальнейшем первой частью этого решения. 

Таким образом полученный нами выше результат показывает, что 
из максвелловских уравнений вытекает возможность распространения 
в свободном эфире возмущения, передающегося в виде плоских волн 
со скоростью с. Такие электромагнитные волны были впервые обнару- 
жены в знаменитых опытах Герца. Эти опыты доказали, что вызванное 
быстропеременным током в проводнике электромагнитное состояние рас- 
пространяется в окружающем диэлектрике с конечной скбростью. Так 
как в опытах Герца это состояние было простым гармоническим коле- 
банием, то в этом частном случае решение уравнения {2) имеет вид: 


дева [ев]. (4) 


Здесь \ обозначает длину электромагнитной волны. Скорость рас- 
пространения с удалось в дальнейшем определить из измерения длины 
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волны и числа колебаний, При этом был получен результат, совпадаю- 
щий с предсказанным максвелловской теорией. Как мы видели в гл. [, 
коэфициент с равняется отношению электромагнитной единицы заряда 
к электростатической и имеет размерность скорости. Числовое его зна- 
чение равно с==3.1010 см/сек и совпадает со скоростью света в пустоте. 
Это обстоятельство позволило Максвеллу отождествить свет с распростра- 
вяющимся электромагнитным возмущением. Согласно этой теории отличие 
световой волны от волны Герца только количественное и состоит в том, 
что длина световой волны значительно меньше, чем длина волн Герца. 
В электромагнитной теории света световым вектором 9, т. е. вели- 
чиной, распространяющейся волнообразно, являются векторы электриче- 
ского и магнитного полей. Ограничиваясь попрежнему плоской волной, 
рассмотрим подробнее этот процесс. 
Так как при наших предположениях все производные по хи по у 
равны нулю, то из равенства: 
_ мм 
9х зу и: 
следует, что 


Е, =0, 
а из 
д 9. 98, о 
9х ду = = 
вытекает, что 
98. 
ея 0. 
Аналогично получаем: 
р 37 
= 0 
0 Е 0 


Величины Е, и Н, остаются, следовательно, постоянными во всех 
точках пространства и в любой момент времени. Если мы интересуемся 
только распространением нарушения равновесия (возмущения), то эти 
постоянные значения Е, и Н, мы можем положить равными нулю. Та- 
ким образом независимо от того, примем ли мы в качестве светового 
вектора электрический или магнитный вектор поля, мы в обоих случаях 
приходим к заключению, что этот вектор перпендикулярен к направле- 
нию распространения волн. Этот факт мы выражаем, говоря, что в свете 
мы имеем дело с поперечными волнами, 

Положив Е,-=0иН,= 0, мы еще упростим наши уравнения и получим: 


А | 
С === ; с == ‚ | 
92 2 Е а. 5 
ВЕ =. т а (5) 
— 792. — х’ == 92 = у } 


Так как два верхних и два нижних уравнения в этой системе совер- 
шенно независимы друг от друга, то мы можем рассматривать это состоя- 
ние как суперпозицию следующих двух процессов. 


ИзотрОоПНЫЕ ДИЭЛЕКТРИКИ 


Первый из этих процессов определяется равенствами Ё,==0 и 
Н =0, причем соотношения между Е, и Н, заданы верхней парой 
уравнений. Отсюда следует, что в этом процессе 


а 
2 2 ав 


92 др 


Е 1 928, | 
} 


Второй процесс определен тем, что РАО Аа ОНО 
шение между Е, и Н, задано нижними уравнениями системы (5). 
Отсюда получаются еще два уравнения, вполне аналогичные (6). Каж- 
дый из этих двух процессов, при которых световой вектор всегда и 
повсюду параллелен определенной плоскости, мы называем плоской 
поляризованной волной. Полученный выше результат делает 
ясным, почему любой пучок естественного света мы всегда можем рас- 
сматривать как суперпозицию двух пучков, поляризованных во взаимно 
перпендикулярных плоскостях. 

Световые лучи совпадают с нормалями к фронту волны и имеют, со- 
гласно сказанному в прошлой главе, электромагнитное значение. Как мы ви- 
дели, вектор Пойнтинга, представляющий вектор потока энергии, всегда 
перпендикулярен как к электрическому, так и к магнитному векторам поля. 

Таким образом световой луч совпадает повсюду по направленио 
с этим вектором, и мы можем рассматривать световые лучи как направ- 
ления, по которым течет электромагнитная энергия. ‹ 

$ 2. Изотропные диэлектрики. Если мы хотим исследовать распоостра- 
нение электромагнитного возмущения, в частности света, в изотропном 
однородном диэлектрике, то нам достаточно изменить только последнее 


‘из наших основных уравнений. Вместо С ==Е нужно. будет в этом слу- 
. ® 


чае написать С==Е, где в обозначает диэлектрический коэфициент 
рассматриваемой среды. Уравнение (1) переходит благодаря этому в 


Жанр 
АЕ ‚== — ыы ь (7) 
62 92 
Аналогично вместо (5) и (6) получаем: 

эН/, . 92", г \ 

с —& И ь с == Н с | 
= | ел (8) 

М, . 36 Я | 

и @ 7 95 х? 58 к" =, ] 
ом. и Е \Н, Е, №. В |. а 

922 381 22 9 ’ 922 о 


и соответствующие уравнения для Н, и В 
Явление распространения вполне аналогично рассмотренному выше 
распространению В своболном эфире, но происходит теперь со ско- 
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ростью, равной УЕ. Выполнив подсчет для маснитного вектора, мы 
получим тот же результат. Отношение скорости распространения в сво- 
бодном эфире к скорости распространения в данной среде легко может 
быть определено оптически, так как это отношение равно показателю: 
преломления данной среды. к 

Согласно излагаемой теории, этот показатель преломления должен для 
любого диэлектрика равняться квадратному корню из его диэлектри- 
ческого коэфициента. Это предсказание теории вообще не оправдывается 
опытом, так как показатель преломления зависит от длины волны. Только 
для сред, в которых эта зависимость очень мала (в особенности это отно- 
сится к газам), мы получаем удовлетворительное согласие между значе- 
ниями диэлектрического коэфициента и квадрата показателя преломления. 

$ 3. Отраженне и преломленне. Чтобы избежать только что упомя- 
нутой трудности, мы, далее, ограничимся рассмотрением монохромати- 
ческого света. Рассмотрим явления, происходящие при переходе свето- 
вой волны из одной среды в другую. При этом, конечно, должны 
выполняться граничные условия, указанные в гл. 1, $ 12, 

Представим себе две среды, которые мы будем различать при по- 
мощи индексов 1 и 2. Пусть поверхность их соприкосновения есть 
плоскость и пусть свет падает в первой среде на эту поверхность раз- 
дела под углом ® по отношению к нормали. 

Расположим ось У в плоскости раздела перпендикулярно к плоско- 
сти, проходящей через направление луча, и нормаль — к поверхности раз- 
дела (плоскость падения), и будем отсчитывать угол ® от ОЙ к ОХ, 
где О есть точка, в которой световой луч пересекает поверхность раз- 
дела. Чтобы найти уравнения, изображающие падающий свет, мы вве- 
дем сначала новую ось 2’, расположенную вдоль падающего луча 
в направлении его распространения, и новую ось Х'", расположенную 
перпендикулярно к плоскости УОЙ". ‘ 

Как уже сказано, мы будем считать падающий свет монохроматиче- 
ским и, кроме того, поляризованным. Плоскость поляризации может 
при этом быть произзольно ориентирована по отношению к плоскости 
падения. В этом случае уравнения падающей волны будут: 


ву е ), У& 
п с 
Е, == В, 50$ — @ — р ') 


„Индекс е обозначает величины, относящиеся к падающему свету. 
При помощи уравнений (8) мы получаем отсюда: 
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Переходя к прежним осям Х, 7, 2, мы получим из этих уравнений 


с 
Витус [хп 25059 Ей 
/= 


е 1 


2 с 
В дев" [вынув 
7 1 


Е == Ве хто -- 2608$ — 2% 
) И =, 


в 


= 2 
Н.==— АИ, с05 фс0$ = (шнеков :), 
е Е 


— 2 Е С 
В ВЕ = С0$ г нод 28 Фут , 
её 1 
Ик 2п . В 
Н.=А,У = Ра я-а : 
Е Е 

В первой среде мы имеем еще отраженный свет (относящиеся к нему 
величины мы обозначим индексом х). Обозначим угол, образованный 


отраженным лучом © нормалью к поверхности раздела, буквой $., тогда 
уравнения для отраженного света будут: 


2п к с 
Е„‚== В „60$ 91 60$ ы (: пу. -- 2 с03 9; у ‘). 


г 1 


2п с 
Е. ==А, 50$ — | хзШ 25059. — ——# |, 
гу т и ф- 9: И, | 

2 : 
Е. — Вузе" (хУиф 2503 ы- =) 


ре 


== 2п ГЫ 
Н‚.—— А,У в, 60$ 41 соз—— (я 91-26039: в” ') 


т 


ее им де 5 
Н‚„=— В, Я (о р - 
т 
—. Эп я @: а 
ии. Ив тр: 08 — [ хэш; отр Я. 
\, = 
Во второй среде мы имеем только преломленный луч (индекс #1) 
Обозначив угол, образованный им с нормалью к поверхности раз- 
дела, через $, мы получим: 


Е, — Васса" (зо + 25058 — ее '. 
хе У 


Е Аакоз [500 Е ( 
Ч 
Бы — Ваз сов" ( зав 26058 — 7! 


“а 2 
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= 2 
Нг= — Аа 6,5058 с0$ (ет -есозв — — } 


а — 
__ 2 
Е = 605" х5т 8 -|- 26088 — НЙ" р 
> а 8 
—, 2 ь с 
Н:==АзУ в 51 с05 — (енто асояв — — (. 
а Ув, 
Согласио граничным условиям для 2 = 0 и любого хи Ё должно быть: 
Ра ЕЕ, у ВНЕ, =Еа,, (10) 
а = НАМ, + И,= На, 


Рассмотрим сначала одно из этих уравнений, например второе. 
В развернутом виде оно имеет вид: 


2п ыы 2п с 
А сов" (ве) --4 со (ивы) = 
ме о 
= ао" (ков 7и), (11) 


а Е 


Чтобы это уравнение вылолнялось для любого 2, должно быть: 


о: 


Следовательно, 
} ‘= 
А =,  ИзЕ-е = —. (12) 
Е г И е, 


Таким образом длины волн падающего и отраженного лучей одина- 
ковы. Длины же волн падающего и преломленного лучей относятся как 
скорости распространения в рассматриваемых двух средах. 

Так как равенства (11) должны выполняться и для любого х, то 
сверх того должно быть 

$ ф == 51 Е з 9. (13) 
а 

Из первого ‘условия следует, что (ф не может равняться 91), 
$, —п— 9. Это известный закон отражения. Второе условие выражает 
закон преломления Снелиуса: 


уз 
а 2. 


Те же результаты мы могли бы получить из любого из трех осталь- 
ных равенств (10). р 
Из этих равенств, принимая во внимание, что с05 9 == — 60$ ф, следует 


В, с0$ © — В, с05ф==8,с0$9, 
— А, И =, со -- А, У Е, 003 ф=— А, У, с08 8, 
А.А, = Ау 


В. Ин в,ИУв=В, И =. 
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Отсюда следует: 


В зто 
= 318’ 


мы можем привести эти уравнения к виду: 


А, 8 Е ФА, (9—9), 
Ат (8 -- $) =24, 918 с0$ $, _. 
В, в (8-9) = — В, (8 — 9), 


Вт ($ -|- 9) с03 ($ —9)=28, чт зто. 


Это — формулы Френеля, лающие отношения амплитуд отраженной 
и преломленной волн к амилитуле падающей волны. 

В вышеприведенном выводе мы не пользовались условием непрерыв- 
ности нормальных составляющих С и В, которые в этом случае озна- 
‚ чают непрерывность нормальных компонент р ин. Легко убедиться, 
что полученные результаты удовлетворяют и этим условиям. 

Действительно, при помощи основных уравнений легко убедиться, 
что эти условия не дают ничего нового. 

Пусть 5$ будет замкнутая кривая, лежащая на поверхниссти соприко- 
сновения двух сред, и пусть $: и $, — две такие же кривые, только 
перемещенные на бесконечно малую величину в направлении положи- 
тельной и отрицательной нормалей к поверхности раздела. Из непре- 


рывности тангенциальной составляющей Е следуег, что интегралы Е, 45, 


взятые вдоль $, И ВДОЛЬ 52, имеют одинаковые значения. На основании 
второго максвелловского уравнения отсюда следует, что значения 


В„ в, взятые по поверхностям, ограниченным контурами $51 И $», оди- 


наковы, а это значит, что В, и В, непрерывны. Переход к В„ законен, 
так как мы приняли, что В», является гармонической функпией времени 
без постоянной составляющей. ° 


. у 
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Аналогичным образом легко убедиться, что из непрерывности тан- 
генциальной составляющей напряженности магнитного поля следует 


непрерывность С„. 
В заключение укажем еще на то, что законы распространения света 


в кристаллах получатся, если вместо соотношения С = =Е взять уравне- 
ния (18') $ 8 гл. 1, причем попрежнему С= р. 
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ы прямой 147. 

Соленоидальный вектор 20, 

Сопротивление 109. 

р удельное 58, 106. 

Стокс (ЗюКез) 97. 

Суперпозиция 72. 

Тепловое действие 114. 

Томсон (Твотзоп) 119. 

Ток смещения 41. 

Трансатлантический кабель 111. 

Уитстон (\/Веаёз{опе) 112, 137. 

Фарадей (РагаЧау) 21, 50, 127. 

Ферромагнитизм 56. 

Френель (Егезпе]) 169. 

Фронт волны 168. 

Ханкель (Напке!) 94. 

Хевизайд (Неау!$1ае) 67. 


ИМЕННОЙ И ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Частота собственных колебаний при 
разряде конденсатора 140. 

Шарообразный проводник 72, 
Эдлунд (ЕФипа) 136. 
Эквипотенциальные поверхности 95. 
Экстратоки 129. 
Электрические изображения 80, 
Электрические колебания 140. 
Электрический ток 40. 
» потенциал 70, 
Электрод 122. 
Электродинамические силы 154. 
Электромагнитные единицы 66, 
Электромагнитная теория света 162. 
Электродвижущая сила 61, 106, 109, 
Электростатические единицы 66. 
Эллипсоидальный конденсатор 76. 
Эллиптический диск 80. 
Энергия (общие уравнения) 155. 
Энергия магнитного поля 149, 159. 
постоянного тока 119. 
соленоила 149. 

‚› (теоремы о минимуме) 91. 
Энергия электрического поля 90, 158. 
Эрстед (Оегзе4В 41. 
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